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متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهدحا_ممددهدات /داتمعل رعممع خاءمه/ رعمطا 


هو هم 


ىرسم 


لقد جاء هذا الكتاب حصيلة عمل دام خمسة عثر عاما في تدريس 
مادة الميكانيك الفيزيائي في جامعتي دمشق والجزائر ٠‏ وعلى الرغم 

من الجهود الكبيرة الدائبة التي بذلتها خلال هذه الاعوام في اعداد 
حا الحسلة كر اهم ونح ها + ماكنت لأرضى لها أن حون كنا 
جامعيا بشكلها الحالى لولا مساس الحاحة ٠‏ 

وضعت هذا الكتاب في أربعة عشر فصلا وفق منهاج مقرر 
الميكانيك الفيزيائمي في كلتا الجامعتين » وهو منهاج واحد ٠‏ وقد 
تناولت فصوله الاربعة الاولى مراجعة يأسس المبكانيك ٠‏ ونظرا لا 
كنت المسه من ضعف لدى الكثير من الطلاب في فهم موضوعي الجملة 
اللاعطالة وحركة الحسيمات المشحونة في الحقول الكهرطيسية » فقد 
فردت فصلا خاصا لكل من هذين الموضوعين نظرا لاهميتهما الكبرى 
في الفيزياء ء 

أما بقية فصول الكتاب فانها تعالج الجزء الاساسي من منهاج 
هذا المقرر ٠ه‏ فيتناول الفصل السابع دراسة حركة المجموعات المادبة ٠‏ 
ويعالج الفصل الثامن أبحاث الصواريخ والانقسام والاصطدام 
كتطبيقات على حركة المجموعات المادية ٠‏ أما الفصل التاسع فيبحث 
في أساسيات عزوم عطالة الاجسام » بينما يتناول الفصلان العاشر 
والحادي عشر دراسة حركة الجسم الصلب * 


00-- 


وقد أولي الميكانيك التحليلي عناية خاصة » حيث عولجت نظرية 
لاغرائج فيالفصل الثاني عشر كما عواجت نظرية هاملتون في الفصل 
الثالك عشر ٠‏ وأما الفصل الرابع عشر والاخير فقد تعرض لبادىء 
الميكا نيك النسبوي في اطار نظرية النسبية الخاصة » وأخيرا فقد تضمن 
هذا الكتاب مجموعة من التمارين والمسائل مبوبة حسب قصوله ٠‏ 


هذا وإنني » إذ آمل أن كون هذا الكتاب مصدر عون لطلابي 
الاعزاء في دراستهم وان يجد فيه زملائي الكرام » الذين قد يستعملونه 
في جامعات القطر العربي السوري أو في جامعات الاقطار العربية 
الشقيقة » بعض ما يخخف أعباء التدريس عنم + أتقدم اليهم جميعا 
بالرجاء الخالص ألا يعتبروه كتابا خاليا من النقص والءيوب وأن 
بلتمسوا لي عذرا حيثما يقعون على مواضع النقص والخطأ والزلل 
فيه ٠‏ كما أرجو أن يزودوني بملاحظاتهم القيمة وتتده البثاء ٠‏ 


وانتي لذلك أرحب كل نقد أو تصويب أو اقتراح ,ردني من 
ي الاعزاء ليرد نو ني الى حيث الصواب ٠‏ 


1981/1١/١ دمشق‎ 


الاعداء 


لقد كانت ملاحفتي العلمية المستمرة من قبل المتفوقين من طلابي 
أقوى دوافعي على العمل الجاد في تدريس مادة هذا الكتاب واكبسر 
مشجعاتي على كتابة محتواه ٠‏ 


فالى تلك النخبة العزيزة من طلابي اهدي هذا الانتاج المتواضع ٠‏ 


دمشق 1185/1١/١‏ حسن كنيش 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طمتحا_محددهدات /داتدعل عمو خاءمد/ رعمطا 


؛ لفص الأول 


الميكانيك 
اولياته ومسلماته 


الفيزياء وفروعها التقليدية 

المبكانيك » اولياته ومسلماته 

اوليات الميكانيك : الزمان والمكان والمادة 
مسلمات الميكانيك : قوانين نيوتن 

حمل المقارنة العطالية 

السرعة والتسارع 

المحاور الذاتية للحركة 

التسارعان المماسي والناظمي 

العمل والاستطاعة والطاقة الحركية 
حقول القوى امحافظة والطاقة الكامنة 
انحفاظ الطاقة 

الاندفاع الخطي والدفع الخطي 
الاندفاع الزاوي والدفع الزاوي 
انحفاظ الاندفاع الخطي والاندفاع الزاوي 
توازن الجسنيم المادي 

جمل الواحدات والابعاد 


1 -- الفيزياء وفروعها التقليدية ٠‏ 


أن في دراسة الفيزياء كثيرآ من الاثارة والتحدي للفكر الانساني ٠‏ 
ولقّذ كانت دزانة الفيزياء والتعريات القيدراكية الملسة 6 ولا عرال + 
من أكثر فعاليات العقل البشري متعة ٠‏ ولذلك فقد كانت الفيزياء 
العام الذي جذب اهتمام الانسان وشغله خلال العصور السحيقة 
من تاربخه الطويل ٠‏ لقد أنت كلمة « الفيزياء » من اليونانية ومعناها 
« الطبيعة » ٠‏ ولهذا « فالفيزياء علم يكرس لدراسة جميع مظاهر 
وظواهر الطبيعة » ٠‏ كان هذا منهوم الفيزياء حتى أوائل القرن 
التاسع عشر وكان يطلق عليها أحيانا اسم « فلسفة الطبيعة » ٠‏ إلا أن 
الفيزياء منذ القرن التاسع عشر و<تى وقت قريب اقتصرت على معالجة 
مجموعة محدودة من الظواهر الطببعية دعيت « بالظواهر الفيزيائية » 
واشتمات على الحوادث التى لا تتغير أثناءها طبيعة العناصمر أو 
المركبات المادية المشتركة فيها ٠‏ بعد ذلك راح الجميع يبتعدون شيئاآً 
فشيئاً بالفيزياء عن هذا المفهوم الاشوه عائدين بهذا العلم الى منهومه 
وشموله الاساسيين ٠‏ ويمكننا أن نقول اليوم ان الفيزياء علم غايته 
دراسة عناصر الطبيعة وتفاعلاتها ٠‏ ومن خلال هذه التفاعلات وبدلالة 
نتائجها يستطيع الفيزيائي أن بعين خواص المادة وأن يفسر الظواهر 
الطبيعية التي بلاحظها ٠‏ 

إن طموح الانسان وحبه الفطري للاطلاع والمعرفة دفعا به منذ 
القديم ولا يزالان يدفعان به الى إظهار فضول علمي مستمر لمعرفة 
« كيفه تعمل الطبيعة » و « كيف يسخرها لخدمته ومصلحته © ٠‏ 
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ولقدكانت حواسه ؛ بادىء الأمر » المصدر الوحيد الذي يقدم 
له المعلومات عن الطبيعة وعن حوادثها » ولذلك فقد درج على تصنيف 
الحوادث الطبيعية « الفيزيائية » تصنيفاً أساسه الحواس ٠‏ قالنور 
أو الضوء نتصل بحاسة الابصار » والصوت بحاسة السمع » والحرارة 
بحاسة اللمس + وهكذا ٠.٠‏ وأما نشوء العلوم الفيزيائية وظهورها 
فقد كان أمر؟ تابعاً لمدى سهولة ملاحظة.الحوادث التى تشتمل عليها ٠‏ 
فلقد كانت حركة الاجسام أبرز ظاهرة أو حادثة يمكن أن :تلاحظ 
وترصد بصورة مباشرة » ولذا كان علم الميكانيك أول فرع من فروع 
الفيزياء ظهر كعلم متميز في.حين أن علم الكهرطيسية الذي لا يتضل, 
مباشرة بحاسة من الحواس لم يظهر كعلم منظم حتى القرن التاسعم 
عشر ٠‏ وهكذا كانت فيزياء القرن التاسم عشر مقسمة الى خمسة 
فروع تطلق عليها صفة التقليدية وهي : 

١‏ الميكانيك 

؟ ب الضوء 

؟» الحرارة 

؟ ‏ الصوت 

ه- الكهرطيسية 

بقيت الفيزياء على هذا التصنيف وعولحت حسبه حتى أوائل 
القرن العشرين حين تبلور فرع جديد للفيزياء وأضيف الى الفروع 
الخمسة السابقة ٠‏ ونظر؟ لحداثة عهده بالنسبة ليقية الفروع فقد دعي 
هذا الفرع ب « الفيزياء الحديثة » » وهي التي اشتملت على التطورات 
الفيزيائمية التى نمت خلال هذا القرن ء 

ان الفروع التقليدية للفيزياء كانت ولا تزال وستبقى أسسآ 
هامة لا غنى عنها للفيزياء ٠‏ والتفريق بينها على النحو السابق واعتبارها 
علوم مستقلة أمر فقد معناه وأضحت أجزاء من كل » بنظر اليها 

ات 


بمنظار جديد صنعته تملورات فيزياء القرن العشرين المذهلة ٠‏ إننا 
الآن لا تفرق بين تقليدي الفيزياء وحديثها ولا بين فرع وآخر من 
فروعها بل ننظر اليها كلها كعلم واد يتكامل يوما بعد يوم ليشكل 
وحدة رائعة من المعرفة تعالج بطرق منطقية ومنسجمة ٠‏ وأخيرا » لثن 
ميزنا اليوم بين فروع الفيزباء في دراستنا فليس ذلك إيمانا منا بوجوب 
الفصل والتفربق بل سعيا وراء تبسيط العرض وسهولة التعلم ٠‏ 


1 الميكانيك واولياته ومسلماته : 


لميكانيك » بقصد التبسيط لا بقصد الفصل والتمبيز » هو ذلك 
الفرع من الفيزياء الذي يهتم بدراسة تغيز مواضع الاجسام ٠‏ ويضم 

الحركة : وتهتم بدراسة الهندسة الحركية ٠‏ 

التحريك : وهو يربط بين الحركة وأسبابها ٠‏ 

التوازن : ويعالج شروط انعدام الحركة ٠‏ 

وبقوم الممكانيبك » كغيره من الملوم » على العناصر التالية التى 
تشكل أسس الميكانيك الافتراضية وتبنى منها طرق معالحته ودراسة 
الحوادث التى شتمل عليها 

5 الاوليات : 
أنه لا بد من البدء بمفاهيم نعيها وتفهمها ولها مدلولاتها بالنسية لنا 
إلا أننا لا نستطيع تعريفها ٠‏ فمفهوم النقطة ومفهوم الخط مثلا في 
هندسة إقليدس هما مفهو مان أوليان غير معرفين ٠‏ وشكل الزمان 
والمكان والمادة أوليات علم الميكانيك ٠‏ 
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ب التماريف : 


وهي مفاهيم معرفة تعتمد في تعريفها على مفاهيم أخرى أولية 
أو معرفة ٠.‏ فالسرعة والواريع والعمل والكمون مثلا مقادير أو 
مفاهيم نعر”فها بدلالة مفاهيم أخرى 3 

ح ‏ المسسلمات : 

وللتبلنات كار ,واسكاء اسانية فيه عاعد انضالة زياضية 
توضع على 'تسكل فرضية غير مبرهنة ومل من تطبيقها الوصول الى 
إيضاح وتفسير وتعليل بعض الظواهر بصورة صحيحة ٠‏ إن وضع 
مدل هذه المرضيات والتأكد أحناناً من صحتها أمر غالبا ما تقود اليه 
الملاحظات الت<ريبية أو التأملات العلمية العميقة ٠‏ قوانين نيوتن هي 
تلبات المكانك + 

د النظريات : 

هي فرضيات مبرهنة وتعتمد ف برهانها على الممسلمات 

ا + وسارى ك هذا الكتاب عدداً كسيز؟ جداً من ن النظريات 
ف المنكانيك ٠‏ الكننا نود التوقف عند أوليات ومسلمات علم 
الميكانيك ٠‏ 


111 - أوليات الميكانيك ‏ الزمان والمكان والمادة : 


لقد كونا من خلال تجاربنا اليومية معاني لمفاهيم الزمان والمكان 
والمادة إلا أنه يتعذر علينا صياغة تعاريف دقيقة لهذه المفاهيم ٠‏ ولذلك 
فنحن نتعشيرها أوايات غير معرفة رغم أننا نفهمها وندرك مدلولاتها ٠‏ 
لقد كونا معنى لمفهوم اازمان من خلال خيرتنا حول وقوع حادث قبل 
أو بعد حادث آخر ٠‏ ومتهوم المكان مرتبط بمفاهيم النقطة والموضع 
والاتحاه والاتتقال ٠‏ وندن نفهم المقصود منه دون مقدرة على تفسير 
فهمنا هذا ٠‏ وأما مغهوم المادة فمرتبط بفكرة تشكل الاجسام من قطع 
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أو أجزاء صغيرة » فمو إذن مرتبط بمفهوم الجسيم المادي كنقطة 
تشغلها المادة » ومقدار المادة الملازمة للجسيم هي كتلة ذلك الجسيم ٠‏ 
ولعل مفاهيم الزمان والمكان 0 الأوليات لا في الميكانيك 
وحسب بل بالنسبة اعلم الفيزياء كله ٠‏ 


17 -- مسلفات الميكانيك ‏ قوانين نيوتن : 


بعد السير إسحق نيوتن مؤوسس علم ال ميكانيك الذي يسمى 
باسمه « الميكانيك النيوتني » وذلك لانه وضع المسلمات الاساسية 
التي ارتكز عليها 8 العام ٠‏ وتتلخص هده المسلمات بقوانينه 

1 قانون نيوتن الاول : 

ينص هذا القانون على أن الجسم المتحرك لا غير حالته الحركية 
ما لم يخضع لقوة خارجية ٠‏ فاذا لم بخضع لمثل هذه القوة أو اذا 
زال عنه تأثيرها وكان ساكنا فانه ببقى ساكناً واذا كان متحركا حافظ 
على حركة منتظمة ٠‏ وسمى هذا القانون « مبداً العطالة »© ٠ه‏ 
والحدير ,الذكر أن هذا القانون مثالى اذ أن من المستحيل عزل أى 
جسيم عن تأثير أبة قوة خارجية ما لم .يكن هذا الجسيم وحده في 
الفراغ وهو أمر مستحيل ٠‏ وتطبيق هذا القانون أمر تقريبي 
ولا رلب ٠»‏ . 

ب _ قانون نيوتن الثاني : 

فحوى هذا القانون أنه اذا كان الجسيم متح رك بسسرعة 7 
وبالتالي متمتعا اندفاع خطى قدره و ص عام فانه مكون خاضعالقوة 
مساوبة الى المشنتق الزمني لهذا الأسوع الخطي أي : 


ألفه كثيراً وهو : 
2(0) 


حيث © هو تسارع الحسيم ٠‏ ومعنى هذا أن القوة المؤثرة على 
الجسيمع تساوي جداء كتلته بالتسارع الذي تنتجه هذه القوة ٠‏ 
ويعرف هذا القانون عادة , بسدا التحريك 6ه 


ج - قانون نيونن الثالث : 

نص هذا القانون على أنه إذا أثر الجسيم .8 على جسيم 
آخر © بقوة ...#6 فان الج.يم الثاني ,5 يوثر على الاول 
,8 بقوة ,,#تساوي ,,,8 بالشدة وتعاكسها بالاتجاه ٠‏ أي أن : 


ج)ٍ 


) 
(3) وباكا عد لنت 06 


ويسمى هذا القانون « مبدأ رد الفعل » ويعني أن لكل فعل رد فعل 
35 مباشرة ٠‏ 


7 جهل المقارنة العطاليية : 


ان قوانين نيوتن الثلاثة التي أتينا على ذكرها لا نصح إلا في 
جملة مقارنة ثابتة في الفراغ المطلق أو في جملة تنحرك فيه حركة 
مستقيية منتظمة ٠‏ تدعى هذه الحملة « جملة عطالية » أو « جملة 
غاليلية » نسبة الى غاليليه ٠‏ جميع الجمل الاخرى التي لا تحقق هذه 
الصفة تدعى « جملا لاعطالية » ولا يصح تطبيق قوانين نيوتن فيها ٠‏ 
إن جملة المقارنة المتماسكة مع الارض هي خير مثال على الجملة 
اللاعطالية وذلك لانها تنحرك حركة دورائية حول تسها وحول الشسمس 
ولذلك فان حركتها غير متنظمة ( متغيرة السرعة ) ٠‏ 
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أما الجملة الثابتة في الفراغ المطلق فانها تبقى فكرة في الذهن 
دون أن تنحقق من وجودها ٠‏ ذلك لان جميعم التجارب التي نجريها 
في المخبر لا تميز بين الجملة العطالية والجملة الثابتة ثباتة مطلقاً » 
فلا تستطيع إذن أن تكشف عن الجملة الثابتة ٠‏ وأا جملة كوبرنيك 
التي مركزها منطبق على مركز كثلة المجموعة الشدمسية ومحاورها 
تنجه نحو نجوم" ثابتة فان اعتبارها جملة ثابتة أمر عار عن الصحة » 
إذ ليس هناك نجوم ثابتة في الفراغ ثبات مطلقا فالسكون المطلق لا 
يمكن أن يتحقق » كما أن مركز كتلة المجموعة الشمسية .أو أية 
مجموعة شمسية أو فلكية أخرى لا يمكن أن يكون ثابتآ ( ساكنا ) 
في الفراغ ٠‏ ولو وجد نجم ساكن في الفراغ لكان هذا النجم حسب 
قانون نيوتن معزولا تماما عن تأثير النجوم الاخرى والكواكب 
والاجرام السماوية وغيرها ٠‏ وهذا.أمر مستحيل لوجود قوى 
تحاذب بين العناصر المادية المولفة للكون ٠‏ 

فوق ذلك كله فان ما يتراءى لنا من امكانية الحصول على جملة 
مقارنة عطالية أمر لا ,تعدى الوهم » لان قوى التحاذب بين عناصر 
الكون تحول دون تحقق الحركة المستقيمة المنتظمة لتلك الجملة ٠‏ 
وبالتالي لا نحجد جملة مادية عطالية في هذا الكون الشاسع ٠‏ وتبقى 
فكرة الجملة العطالية فكرة مثالية والجملة المطالية جملة وهمية 
تصورية + والذي نستعمله كجمل عطالية هو تحقيق تقريبي 
للفكرة المثالية ٠‏ فهناك جمل عطالية بصورة تقريبية ٠‏ ولا نستطيع 
استعمال هذا التقرب إلا عندما يكون تأثير اللاعطالية على الحوادث 
لميكائيكية المدروسة ضعيفاً ٠‏ وسنفرد فيما بعد بحثا خاصا للحركة 
في جمل لا عطالية ٠‏ 

لنعد الآن الى قانون نيوتن الثانى ٠‏ ان صحة هذا القانون في 
جملة عطالية م! يدل على أن القوة المؤثرة على الجسيم المتحرك اذا 


ل 71س 


فسبت ف جملتين عطاليتين يكون لها قياس واحد »أي .أن القفوة 
واحدة :في ميم الجمل العطالية » ولذلك نسميها بالقوى العظالية ٠‏ 
وهذ! يكافىء أن للجسيم تسارعا واحدا في آأبة جملة عطالية ٠‏ ولبيان 
ذلك يمكن أن نبين أنه إذا كان يه و يه تسارعى عي الجسيع بالنسة 
اعمط العطاليتين ‏ ,3,82 ,0 و ةيه بالترتيب فان 
0 - 2 بما أن الحملتين عطاليتان فان حركة إحداهما منتظمة 
بالنسبة للاخرى ٠‏ وبتعين لذلك مؤضع الثانية بالنسبة للاولى بشعاع 
موضع .0 بالنسبة ل ,© * ونتعين موضعا الجسيم المتحرك بالنسبة 
للجملتين بشعاعي موضع الجسيم النسبة ل .0 و.0ء وهذه الاشعة 


هى بالترتيب : 
جه ج 
0 - ب[ 1 
جد جح 5 
ظ0 ترم 
3 جح 
طو0 ح يع 
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ولحساب التسارع ,4 في الجلة الأولى تأخذ الشتق الثاني لشماع الوشع في 
تلك الحلة بالنسبة لازمن . انظر الشكل ( 1) ٠‏ 


3 30 جه 
2ر0 لل و0100 ع 02 
جا اجا جح 
12 3 182 - وك 
ج ل د 
وع 02 تناف 52 دع 02 
00 15 77 ا 
(4) جا اجا 
يه ع ره 


1 028 اد جد :الج الا و 1 
حيث ٠‏ د -يجج- ومشتقا ,+ و ,م هما التسارعاك .هو يه. إذث فلفتحرك 


تسارع واحد في أن جلة عطالية . وهذا يؤدي الى ان القوة المؤثرة عليه 
واحدة في أنة جملة عطالية أيضأ . فاذا قاس ت#وعة من المراقبين ( كل 
منهم في ججلة عطالية مختلفة ) تسارع جسم متحرك والقوة المؤثرة عليه فالهم 
جميما يحصاون على النتيجة نفسها . وهذا ما يعرف أحيانا بالبدأ التقليدي 
قبل الششروع بدراسات تفصيلية في اليكانيك لا بد لنا من مراجعة 
سريعة لبعض النقاط الأساسية التي تشكل الادوات الاولية لمذه الدراسات 
من حبة والتي كيد هذه الدراسات التفصيلية من حبة أخرى ٠.‏ وتتعلق هذه 
النقاط بالقادر الحركية والتحريكية المرتبطة بحركة وتحريك الاجسام المادية 
السغيرة البي نطلق علمها اسم «الحسيات المادة» أو « النقاط المادية » . وسوف 
نعمم ذلك في حينه على مخموعات أو أجسام ماذية مؤلفة من جسياث أو 
من اجسام متاسكة أو: غير متاسكة . ش 
ل السرعة والتسارع : 


ليكن الجسم الادي المتحرك على منحن 0 كا في الشكل (2) 


يي 19 جم 


ولتكن < و0 وضمي الحسيم في اللحظتين الزمنيتين؛ و 4 ب »ء بالترتيب . 


١ 


جح ) 
+ع (+)غ+ ع م02 


ل )+ جد اجا 


عل + ام د (أك + + ) ع > 00 
شعاعي موضم الجسم التحرك في وضميه م و © . نعرف السرعة الشعاعية 
الوسطية |احجسم بين الوضعين 7 و © بالقدار: 
- ىت ِ 
ل ()) ع سارءعل +ع )م 53 
4 00 4 اك دا 


.وتحدر بنا ان نلاحظ انه عندما تتهي + 4 الى الصفر فان 2 4 تمي 
إى الصفر ايض وبالتالي تنطق © على م . وتكون السرعة الآنية شماعاً 
ماس للمسار © في التقطة م . فالسرعة الشماعية الآنية الممطاة العلاقة (6) 
هي إذد سرعة الجسم المتحرك في الفلة مروره بالوضم م ٠‏ وتعطى هذه 
السرعة تحليليا «العلاقة : 


- 7 
92( ع1 ست صل ا 0 


حيث ‏ , بر , » هي احداثيات 8 التابسة للزمن بصورة عامة وحيث 
1 باعي جلة أشعة الواحدة على الثلاثية المتعامدة 2 نع« 0. 

وأخيرا تعرف السرعة اللطية بأنها طويلة السرعة الشماعية . فهناك 
اذث سرعتات خطيتات ؛ وسطية وآنة » وتعطيات بالترتيب بالملاقتين : 


8ه 427 ول 3 عكلم ج 
© جِدّء (5)+ (بو)+ (:5)" اس 

و0 جيل 07 3ع ل + 
(» ث- (95)+ (يو)+ (جج)"-ام|-ء: 
حيث ه هي طول القوس على المسار مقاساً من نقطة ثبتة مثل ,ا حتى 
النقطة م . 

بتبين لنا مما سبق ان السرعة معطاة بنسبة تغير الموضع الى تنير الزمن ٠‏ 

والسرعة بصورة عامة ليست ثبتة بل متغيرة مع الزمن » ولمرفة نوعية هذا 
التغير نحسب نسبة تغير السرعة بدلالة الزمن ونسمي هذه النسة بالتسارع ٠‏ 
وتعطى «الملاقة : 


رت جح 47 55 
(10) زعا م-_-رعك+ غناو سن - كد ده 
4 عل 


-1؟ مس 


وهي مكافثة للعلاقة » 


جج ج 
2 وتل <> برقل | < برقل متلق عل 4 < 
ولقد رأينا ان السرعة ممولة على بماس السار في حين ان ذلك لا ينطق 
على التسارع في الحلة العامة » وسترى ذلك بالتفصيل بعد قليل . 


7 ب الثلانية المتحركة ( المحاور الذاتية للحركة ) : 


يمكننا ان نكتب السرعة الشماعية الآنية على الشكل التالي : 


0 3 _ جه 
(12) سنحسن 
ولا كانت السرعة ممولة على الس وكانت قرهنها المددية + فانه ينتج من 
الملاقة (12) ان 
جب 
07 
)213 


هو سُماع مول على المس وطوله الواحدة ويسمى لذلك به شماع واحدة 
لسع . 
042 
ان طويلة الشعاع ص تسمى بتقوس المنحي © . وهذا الشعاع متعامد 
5 و . 

مع شعاع واحدة الم#س 7 . وتالتالي يمكن ان نكتب : 
)14) اماعط ب لد 
حيتُث نسمي ]1< شعاع واحدة الناظم « و نسمي عا «١‏ تفوس المنحني » 60 
ومقلوبه 1/1 - 8 « نصف قطر. تفوس هذا المنحني, » وذلك كله في 
الموضم 7. 

ونا كان 7 و 134 متعامدن فان جداءههما : 

جج 3 

(15) اخ مم 1 ع 
عثل شعاع واحدة متعامد مع كل من 5 وأ ونسميه 0 شعاع واحدة 
ثنائي الناظم » . انظر الشكل (3). 

تشكل الأشعة 7 و !2 و8 ثلائية طردة قائة تتحرك مع النقطة م على 
اندي © » وتسمى لذلك « الالاثية التحركة » »كم يمكن تسميتها د بالحاور 
الذائية لحركة النقطة م على المنحني 0 »ع . واخيرا فان اسقاظ معادلة الحركة 
(دي قانون نيوتن الثاني ) على لثلائية المتحركة يعطينا مأ يسمي « بالمعادلات الذاتية 
المركة ». 
1 - التسارعان المماسي والناظمي : 

يمكن ان نين بسبولة ان للتسارع الشماعي مركبتين احداها مولة على 


2ت 


المجس و سعى « بالتسارع المسي « وي معظاة بالعلاقة 3 


4 
16 جرم ب ان 


0 2 


والآخر ى ممولة على الناظم وتسمى « بالتسارع الناظمي » وجي معطاة 
بالملاقة 


0-0 


17 8 باع عزثو ره 


ويمكن أن نبرهن على صحة ما تقدم انطلاقاً من الملاقة "1 ٠,‏ ب م واشتقاقها 
بالنسبة للزمن . 


غ1 ل العمل والاستطاعة والطاقة الحركية : 


اذا انتقل جسم مادي اثقالاً عنصرياً م 4 تأثير قوة # فان هذه 
القوة الني تؤثر 0 اثناء الحركة تكون قد قامت بعمل عنصري قدره 
جه جه 

(18) م ل . ” > ”ا ل 
والعمل الكلي الذي تقوم به القوة عندما تحرك الحسم من موضم ما ,م 
إلى موطع آخر و هو . 

2 

جو ِب )و )جل 

(19) ا | 2 105 | كن 

0 0 


ان نسبة تفير الممل إلى تنير الزمن يسمى بالاستطاعة أي : 


)20( 


ن العمل الذي تمذله القوة 5 عندما تحرك الحسم من .8 إل .2 هو 


10 


72 5 1 6 
ع جب 35 بو ا 
017 ل دع لم لدت «] دمو 7] -م 
غ1 
الحا 11 ا 
)21) تدس + سد ررس 4 - 


ا د 8 5 ادا 
حيث .موه السرعتان القابلتان لشماعي الموضع ,مو ,م في الموضمين 
:ط ووط وذلك على الترتيب . فاذا سعينا” 


)22( رمج > 1 
بالطاقة المرككة أمكننا ان نكتب الملاقة (21) من حديد على الشكل : 
(23) شن كن 


أي ان الممل الذي تقوم به القوة » عندما تنقل الجسم هن موضع أول إل 
رشع لنت ع يلوي الفرق بن الطافة المركية لحي في الرشم افا 
وطاقته الحركية في الموضع الأول . 


س حقول القوى المحافظة والطاقة الكامئة : 


يقال عن الفراغ أو جزء منه انه يشكل حقل قوى فا إذا وافقت 
كل نقطة 8 منه قوة معلومة (8) 7 . ويقال عن حقل القوة ( أو القوة 
نفسها ) انه مشتق من كون اذا وجد تابع مثل (8) نا ا 6 أسميه 
تابع الكو » تحقق الملاقة : 
240 لا 02 ري 570 
نظرية (1): إذا تحرك جسم على منحن © من موضع ,8 إلى آخر 
وط تحت تأثير قوة مشتقة من كون كان العمل المنجز مستقلاً عن الطريق 
المتبع بين .طاو ,طم . ويقال في هذه الحال ان حقل القوى 5 محافظ » 
أو إن القوة 7 عحافظة . 


كت ”مه 


ولبرهان ذلك تحسب العمل م يلى : 


5 
حادراجه 
.7 ] او 
58 
55 __- 5 
ج ان ةلا 610 م 
يع يي ا 172-12 ج2) رادت 
0 
م ا 
اج ساي سسمص) 0 
(25) (يم) نآ -(,يم) ناح نآ ك4 6 
0 


وتدل هذه النتيحة على أن الممل 7 لا يتعلق “إلا بقيمتي التابع 11 في 
الموضعين ,< و .2 ولا يتعلق بصورة خاصة بالطريق المساوك من قبل الجسم . 
نظرية (2) : إذا كان حقل القوى 5 مشتقاً من كون ( ,و, )1 كان 
دوار 8# ممدوماً . أي 
(26) 


لبيان ذلك تكتب دوار 5 م يلى 


( عيمج زط+ 51 لم (عي لح ديج 3 ) - #امه 
(*5 الي ع ا ون 


0 ب 3 للف )+ 


ا 5 ممح 5 


ولا كان ترتيب الاشتقاق لا يفير المشتق فان كلآ من الأأقواس الموجودة في 
الملاقة الاخيرة معدوم » وبالتالي تنتج اللاقة (26) , 

نظرية (3) : إذا كان الحقل 8# مشتقاً من كوف (+ ,ىر , :)10 كان 
السل الذي تنجزء القوة 8 خلال حركة الجسم الخاضع لما على منحن 
مئلق 0 كالمنين في الشكل (4) ممدوماً . أي 


27 6 -,4.؟]|- ” 
عكننا » حسب الشكل (4) »أك نكتب التكامل الوارد في المعادلة (27) 
كا بلي 
جح 
(28) 5.94 ]+ م7.41 ] -» 
54 48 


الشكل (4) 


حيث بجرى التكامل الاول من 4 إلى 8 على الفرع (1) وينجز التكامل 
الثاني من 8 الى ه على الفرع (2) . ولقد رأينا في الممادلة (25) أن كلاً 


2 


من مثل هذبن التكاملين لا تعلق إلا بقيمتي تابع الكون في بدابة ونهالة 
النحني الذي يجري عليه التكامل . واستناد إلى ذلك فان 


جد الى هاج 
(20) رم)نا- (8)ناك م 4.. 8 | و (8)] - رق ا - ل 
54 48 


والتعويض الماشر من المعادلتين (29) في العادلة ( 28) بين ان الملاقة 
(97) صحيحة . 

يسمى التابع (1)2] بتابع الكموث في الموضم م . أما ما ندعوه 
بالطاقة الكامنة في 8 فيرف بأنه مقدار السل الذي تقوم به القوة م 
عندما ينتقل الجسم الخاشع لما ( أي نقطة تأثيرها ) من الموضع < إلى 
موضع آخر ١,‏ نعتبره مبدأ للمقارنة أو »ا تقول» مبدأ للكنون . وتعطى 
هذه الطاقة اذن بالعلاقة 


اباك 
(30) 0057 روص 0 عمل يز ا - (0) 7 
م 


انحفاظ الطاقة : 


لنفرض ان الجسم ينتقل من موضع اول 2 الى موضع نان 5 خاضماً 
لحقل قوى مركزي "5 يا ين الشكل (2) . ولنحسب الممل الذي تتجزه 
القوة 5 خلال هذا الاتقال دلالة الكوث. 


)81 زيط)1] د زيط)ن]اع 


(ورطع تا+ (يط)تا - (رط) نات (رظ) لاع 
)032 ولا دللا ع (رطعلاد (رط) لاع 


56 ب- 


أي ان هذا العمل يساوي تناقص الطاقة الكامنة لدى هذاء الاتقال . 
ولقد رأينا سابقاً أن هذا الممل يعطى بتزايد الطاقة الحركية الناج-م 
عن هذا الاتقال » كا نشير الملاقة (23) ٠‏ ونستنتج من الملاقتين (23) 


و(32) أن 

ولا ولا د ولا و1 
أو ان 
(33) ولا رآ عدولا + 1 
وهذا يشير الى أن ممموع الطاقتين الحركية والكامنة 
(34) 7 + 1 عير 


وهو ما ندعوه بالطاقة الكلية » يسقى محافظاً على قيمته لدى الانتقال من هوضع 
الى آخر ٠‏ ونمبر عن ذلك بقولنا ١‏ اك الطاقة الكلية للحسم الخاضع لحقل 
مشئق من كوف هي طاقة محافظة او مصونة », 
جح - الاندفاع الخطي والدفع الخطي : 

أذا كان الجسم ذو الكثلة د متحركا توعة + تحت تأثير قوة "1 


جح + 
م 


5 )050 


أي 


واذا كانت ,ووم موشع الجسم وسرعته في لحظة ما ,: وكانت 52007 
موضعه وسرعته في لحظة أخرى ,ع فاننا نعرف الدفع الخطي للقوة المؤثرة 
عليه بين هاتين اللحفلتين بالتكامل التالي 
(36) عة .7 كل > إلى 
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جد 0ك 3 0 )ِ 
7« 
]| ع0 سس ور ا د كى 
3 3 


جد اج ج )ِ 
ره جوم حلاصم اح وحص اح 


أى ان دفع القوة 8 بين ٠:‏ وي؛ بساوي تزايد الاندفاع الخطي بينها للحسم 
الخاضع هذه القوة . انظر الشكل (5) . 


- الاندفاع الراوي وولدفع الزاوي : 


)37( 


ان عزم القوة 8 حول نقطة ما ولتكن مبدأ الا<دائيات هو الحداء 
الشماعي لهذه القوة بشعام الموضع . أي 


جد جا اي 
)38 "م ع 2 لى 
أما ما نسميه الاندفاع الزاوي فبو عزم الاندفاع اللمطي أي 
جاداج جايها اجا 
(239 للم صر - ممع - 4 


الشكل (5) 1 


جد ات 


ان هذا المشتق يساوي عزم القوة المؤثرة . أي 

42 ه 
(40) دح -2 
وهذا ما يعرف بدأ الاندفاع الزاوي . وتمتع هذا البدأ بأهمية خاصة في 
التحريك . وهو يقوم مقام قافو نيوتن الثاني في كثير من ااتطبيقات ‏ » 
وبصورة خاصة عندما نسممه فها نعك ص نحريك الجموعات المادية . 


نرف مقدار] آخر وهو الدفم الزاوي بين اللحظتين ,وي بأنه 
ج52 2 
43) 6 ]- 1 
وإذا استعملنا الملاقة (40) في المعلاقة (41) وانحزنا الحساب وجدنا أن 
د هجاوخ 
(42) 2 - ,4 - 4 4 ]عن كك [- ديك 
5 4 
ويدل ذلك على أن الدفع الزاوي بين اللحظتين ,؛ و ,؛ يساوي تزايد الاندفاع 
الزاوي بينها ٠‏ 
7 سل انحفاظ الاندفاع الخطي والاندفاع الزاوي : 
في الالة الخاصة عندما تكون القوة 8 المؤثرة على المسم ممدومة خلال 
حركته فان قانون نيوتن الثاني بين أن 
جب 
م046 


ب 
0 عع "7 يمسم 


0 
أي ان 
)+ ج) 


(43) 8 +0008 > 7 مم عدم 


ع1 انه 


وتقول في هذه الحالة أن الاندفاع الحطي محافظ . كا ان الدفم يكون ممدوماً 
في هذه الحالة . وبيدو ذلك واضحا المودة إلى إحدى الللاقتين (86) 
+ 00 
و(37) وحيث ,© 2 رط. 
أما في الخالة الخاصة التي توافق انعدام المزم م » إما لانعدام القوة 5 
أو لكونا #مولة على شعاع الموضع » فاك الملاقة (40) سين أن 
)44١‏ 05 ع ار 0 
ونقول عندئذ أن الاندفاع الزاوي محافظ . ثم أن المودة إلى احدى 
)ِ جب 


الملاقتين (431) و (42) تبين أن الدفع الزاوي معدوم » حيث ,2 - ,2. 


7 ع توازن الجسيم المادي : 

إن السكون أو التوازن حالة خاصة وهامة من حالات حركة الأجسام . 
ولعي يتوازن دسم ما يحب ألا يكون خاضماً لأي سيب يشير موضعه . 
وما أن القرة اق السزك في نحريك الأجسام فاننا نرى أن انمدا م القوة 
لابد منه 07 الحسم . ولكننا نلاحظ أن انعدام القوة لبس كاف 
اتوازث ( اسكون) أن الجسم ا متحرك 0108 لقوة يتابع حركته 
حسب مدأ المطالة . ولمذا .فان شرط توازنه يتضمن انمدام سرعته فيا 
موضغ التوازن . لذلك كله تقول إنه لكي يتوازن ( يسكن ) المسيم في 
موضم ما بحب أن تكون القوة المؤثرة عليه في ذلك الموضع معدومة 8 
تكو سرعته في ذلك الموشع معدومة أيضأ . أي : 

3 3-0 

(45) مح دب واومع ‏ 

عندما تكون القوة مشتقة من كمون نا فان الشق الأول ( التملق 
بالقوة ) من شرط التوازن بأخذ شكلاً جديداً هو أنعدام مشتقات الكون 


ب 


(46) -. 
نقول عن التوازث أنه مستقر فا إذا أزحنا الحسم عن موضع توازنه إزاحة 
صغيرة جد وعاد إلى مكان توازنه ٠‏ ففي الموضع المديد الذي تريح الجسم 
اليه تصبح القوة غير معدومة وتحرك الحسيم إلي موضمه السابق . وهذا يدل 
عل أن لمذه القوة في اللكان الديد كمون يفمل في الجسم فيرجسه إلى 
مكانه . وما تقدم من القول. يعني أن قم الكوث في المواضم أو التقاط 
الجاورة لموضع التوازن أكبر من قيمته في موضم التوازن » أي أن الكون 
يكون أصفزياً في موضع التوازن المستقر . ونعبر عن ذلك انعدام مشتقات 
الكمون من المرتبة الأوى وبكوث المشتقات الثانية موجبة . إذن صل التوازث 

إذا تحقق الشرط (46) ويكون مستقرا إذا كان 


ا06 00 620 
40 6 < وجج و 6< :رق و 9ح يج 


وفها عدا ذلك يكوك التوازك قلق 3 أي غير مستقر ٠.‏ 
وهناك حالات يكون فبا التوازن مستقرً النسبة لاحدى الاحدائيات 
وفلقا بالنسة لاحدائي آخر . فاذا كان مثلاً 


2 821 210 
زلىك اي ا لك ع 


فان التوازن مستقر بالنسة للاحدائي م وقلق «النسبأ للاحدائيين و2 . 


71 - جمل الواحدات والابعباد : 
لقد تمرضنا. سابةا .الى الطول والكتلة والزمن كقاذير رئسية واساسية 
في الميكانيك . يقاس كل واحد من هذه المقادير بواحدة ما. إلا أن تسين 
هذه الواحدة أمى اختياري نحت . فيمكنتنا مثلا ان نقس طول الطاولة 
وتقول انه مساو ألى ستة اشبار او خمسة اقدام او هائة وخمسين ساتتيمتراً 
ل[ # ات 0 


وهكذا ... أي اننا استعملنا واحدات مختلفة للقياس هي الشبر والقدم 
والسانتيمتر . وحتى يكون القياس ثاب من مكارف لآخر ومن شخص 
لآخر لا بد من اختيار واحدات ثبتة لاقياس تبقى هي نفسبا في كل مكان 
وزمان ولدى كل انسان . وتبرز هنا لذلك فكرة اختيار مقايد وواحدات 
عيارية . فاختيارنا في القياس السابق السانتيمتر وحدة اقياس بدو حقاً 
اختياراً موفقاً » في حين ان اختيار الشبر أو القدم ( القدم البشري ) 
يفشل في تحقيق هدفنا لاختلاف الشبر والقدم من شخص لآخر . 


في الميكانيك » وفي الفيزياء بصورة عامة » مقادير كثيرة كلها تاج 
الى قياس والتالي الى اختيار واحدات ممينة ثابتة لهذا القياس. ويدو لأول 
وهلة أن علينا أن نختار واحدة لكل مقدار فيزيائئي بشض النظر عما اخترناء 
من واحدات للمقادير الأخرى . ولكن هذا غير صحييح لِن المقادير 
الفيزائية مرتبطة يمضها بواسطة علاقات رياضية ممينة » وذلك ماتجمل بمض 
القادير. تشتق ( تحسب) من مقادير اخرنى », والتالي فاذ بعض الواحدات 
تشتق من واحدات اخرى . وتتيقة الأمر ان هناك عدداً مميناً من المقادير 
الفيزنائية المستقلة بمضبا عن بعض حيث لايؤثر اختيار واحدة لأحدها على 
اختيار واحدات المقادير الأخرى . فالطول والكتلة والزمن في الميكانيك 
مقادير لاتمت إلى بمضبا بأنة صلة واختلاف احدها لايؤدي الى تنير الآخر . 
وبسارة اخرى لس هناك من علاقة او قانفون بربط الحكتلة بالطول أو 
'الزمن ٠.‏ لذلك كله عكتنا أن نعتبر هذه المقادير مستقلة عن بعضها ونسمها 
« مقادير اساسية » . وانتقاء واحدة قباس لكل منها م باستقلام نام عرلن 
اختيار واحدتي القدارين الآخرين ٠‏ ونسمي واحدات هذه المقادير الأساسية 
« بالواحدات الأساسية » . أما بقية المقادير الميكانيكية والتي ترتبط بالمقادير 
الأساسية بواسطة علاقات رياضية ذات معان فيزنائية معينة فيمكن حسايها 
او اشتقاقبا من المقادير الأساسية عن طريق هذء العلاقات ٠‏ ولذا نسحمها 


7# د 


« بالمقاديي المنتقة» . أما واحداتها» فبالرغم من أعطائبا اسعاء معينة ء فانها 
ترتبط ارتباطاً وثيقاً بالواحدات الأساسية وتمطى بدلاتها ٠.‏ ونطلق عليها 
لذلك ٠‏ سم « الواحدات المشتقق» ٠‏ فا حجم مثلآ يمكن أن يقاس واحدة 
معينة هي اللثر . وهي واحدة تشتق من واحدة الطول الأساسية أي 
السانتيمير وتساوي الف سانتيمتر مكعب ء ٠‏ في واحدة مشتقة من واحدة 
اساسية بالرغم من منحبا اسم خاساً لايشير آلى هذا الاشتقاق . والحجم 
نفسه ليس مقداراً اساسياً لأنه مشتق من مقدار اسامي هو الطول . إذ 
ان الحجم ينتج من جداء ثلائة أطوال . 1 

اذن » لا بد من اتتقاء مقادير معينة من بين المقادير العديدة لاعتبارها 
مقادير اساسية واتتقاء واحدات لما. وعندئذ تعطلي بقية القادير وواحداتها 
بدلالة القادبر الأساسية وواحداتها . ولس من الفروري أن ننتقي بعض 
المقادير الممينة دون غيرها . فدلا من الطول والكتلة والزمن كلك بامكاننا 
أن نختار مثلاً الحجم والقوة والرعة الزاوية كقادير اساسية ونمين لما 
واحدات تسيا اختياريا محضا . الا ان اختيار المقادير: الأساسية وواحداتها 
أمر على جانب كبير من الأهمية لما له من تأثير مباشر على تعقيد او تسبيل 
العلاقات الرياضية بين المقادير الفيزنائية . 

عندما نعين المقادير الأساسية وواحداتها نقول اننا شكلنا جلة و 
اساسية للفياس . وهناك نوعان من الجل الأساسية : يقوم 0 00 
على اعشسار الطول (]) والكتلة (080) والزمن (7) مقادير أساسية » في حين 
ان النوع الثاني يقسوم على اعشار الطول (نآ) والقوة (5) والزمن (1) 
مقادير أساسية : ٠.‏ وفي كل هن هذن ا من المجل لا تختلف عن 
بعضبا إلا باختلاف الواحدات الختارة فقط . الخحل اممروفة والاكثر انتثاراً 
هي جمل النوع الاول ومنها : 

3( الجلة السنثية ( 5 © 6) واحداتها الاساسية هي : السائتيمتر (دمه) 


2 


للطول والغرام مع احكتلة وألثانة (6ه) ازمن . 


؟) الجلة الكنية (5 34 ) واحداتها الاساسية هي : الث (م) 
الطول والكياوغرام ( ها ) لاحكتلة والثانية 0 لازمن . 


س) الملة الانكليزية ( 5 5 #5 ) واحداتها الاساسية هي : القدم (008؟ ) 
للطول والرطل ( 4ددمم ) للكتلة والثانية (»مه) لازمن . 

) الجلة الانكليزية (535) واحدتا الاساسية هي : القدم (406) 
لاطول والسلغ ( واه ) الكتلة والثانية (0ءه) للزمن . 


تسمى الجملتان الأوليان بالجملتين التريتين لاستملما الساتتيمتر والتر 
والفرام والكياو غرام ( تقسبات مثوبة ) » في حين ان الأخيرتين تعرفان 
با جملتين الانكليزتين نظا لتكوبنها في انكلترا . وينتشر استمللم في انكلترا 
والولابات المتحدة ودول اخرى : ووماً بعك وم عيل العام نحو استمال 
الحمل المثرية وخاصة في الجالات الملمية . 

لقد تحدثنا عن هذه الحمل كجمل ميكانيكية . وكل واحدة منها 
تدخل الكبرطيسية ايضأ فلا يكفي اختيار ثلائة مقادير اساسية وواحداتها 
بل تجب اضافة مقدار اسامي آخر بتعلق بالكبرطيسية كالشحنة أو التيار 
أو مايسمى بالكتلة المغناطيسية . اذا فملنا ذلك في الحملة السنثية ( 068 ) 
باضافة الشحنة الى المقادير الأساسية حصلنا على مايسمى بالجملة السنثية 
الكبربية . ويتحه العلناء بصورة عامة الى استممل الحملة المكثية ( 30165 ) 
يمد اضافة شدة اتيار الها كقدار اساسي وواحدته (الامبير) كواحدة 
اساسية . وتتألف بذلك حملة ( 2054 ) التي يطلق عليها اليوم اسم 
«الحملة العملية» ويعمم استملما يوماً بد يوم . 


ات 


لنعد الآن الى طبيعة المقسادير الفيزيائية الختلفة » تلك الطبيعة التي تمبر 
عنها الللاقات الرياضية او القوانين التي تربط ينها ٠‏ فا:' أعتبرة الحجم 
مثلاً رأينا أنه يعطى بعلاقة من الشكل وا يآ .ا - 77 حيث حكل من 
.1 برآ ,بب1 عثل طولاٌ اي أن له طبيمة الطول . فللحجم اذت 
طبيعة مكمب الطول (,1) ولذا يمكننا أن نكتى علاقة تشير صراحة ألى 
طبيعة القدار 1٠7‏ (الحجم)ءأي آمل ونسمبا بدستور البعد احجم ٠‏ 
لتأخذ الآن مقداراً فيزيائي! آخر » التسارع » ولنكتب الءلاقة ( دستور 
البمد )التي تشير الى طبيعة التسارع بدلالة القادير الأساسية . يعطى ااتسارع 
بلاقة من الشكل يلس » حيث .1 مسافة او طول و ٠‏ الزمن. ان 
تغير الطول له طبيعة الطؤل وتثير الزمن له طبيمة الزمن . ولذلك فاك 
التسارع » يا يظبر من العلاقة السابقة » هو من طبيعة الطول مقسوماً على 
مربع الزمن . فدستور بعده إذن هو -1/5 ح و . وأخيراً لتمتبر القوة من 
دستور نيوان وس - 5 .ان اقوة طيعة جداء الكتلة بالتسارع واذا 
فدستور بمدها هوه -311,7 - 8. ويمكننا بنفس الطريقة أن نكتب دستور 
بعد أي مقدار فيزبائي مستعينين بعلاقة رياضية تربطه. بالقادير الأخرى » م 
فلنا في الأمثلة السابقة تماماً . 


وف نبهالة هذه الفقرة جدول بلخص دسائير الأساد والواحدات في 
الحمل الأكثر رواجاً واستملاً . هذا ومكننا الانتقال من جملة الى اخرى 
وحساب واحدات القادير في جملة ما بدلالة واحدات نفس القادر ف حملة 
اخرى . ولنا أن نستمين بدساتير الأبماد والملاقات الفيزنائية عندما وحيثا 
نشاء . وتأخذ واحدة القوة في الحملة (11#5) كثال ونحسها بدلالة واحدة 
القوة في الحملة(5 © 0) . ان واحدة القوة في المملة الأولى هى النيون 
زههجع8) . ومن دستور العد : 


أ لدان كك 
نبد ان واحنتها في الجملة (5كا/!) هيأ: 
ا لحمو . دوعا - /3 1 
وبتعوبض كل واحدة اساسية في الطرف الأمن مما يساوما في الحملة 
(5© 60) ند : , | 1 
2 جععة رصت 100)(صع1000) ديح 1 
0 8667 . لله .لمع ) 105 - ش 
ولككن في الحملة ( 605 ) ومن دستور المد للقوة نجد : 
(2 لمعف بصت . صع) 1 كح عصول 1 

وبمقارنة العلاقتين الأخيرتين نحد أن ووسيةة10 غ8 1 أي أن واحدة 
القوة في الملة (8015 ) وه النيوتن تساوي 107 من واحدة القوة في جملة 
( 065 ) وهي الدينة ٠‏ وبنفس الطريقة يمكننا أن نستنتج مايكافىء أي 
واحدة في حملة ما بدلالة الواحدة المقابلة في أنة جملة اخرى . 

مكنا أن نحد ايشا قياس مقدار ما في جلة ممينة بدلالة قبلاسه في 
حملة أخرى ..ولتأخذ القوة كثال ٠‏ تكن لدينا القوة # التي قياسها < 
في الخلة (8015) التي واحدة القوة فبها هي النيوتن . ما هو قياسها لا 
في اجلة (005) ؟ لدينا مممعول2 عر ح . ولدينا موسرل 10 موجن1 
أذث فعصبرك جح 10 > ومنه 1071 - الا . لاحظ ان قياس مقدار ماهو 
المدد الذي يقسه محردا عن الواحدات . لاحظ ايض ان واحدة القوة 
في (068) أصفر من واحدتها في الجلة ( :245 ) في حين أن قياش 
القوة في الجلة (068) ١‏ كبر من قياسه في ( 9055 ) . ففي التحويل من حمسلة 
إى أخرى » إذا كبرت واحدة القياس صثر القياس نفسه والمكس بالمكس . 
ؤائبت فيا بلي ج دولا بأم القادبي الميكانيكية مع دساتير أبمادها وواحداتها 
في الخلتين ر5 © 0 )و ز5 20 . 1 
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حقل القوى الملتظم 
القذائف والسقوط » الحركة في وسط مقاوم 
الحركة المقيدة والاحتكاك 
حقول القوى المنتظمة 
الحركة في حقل منتظم » التسارع الارضي والوزن » سقوط الاجسام 
كمون الحقل المنتظم 


الحركة في وسط مقاوم 
الحركة المقيدة وقوى الاحتكاك 
حركة القذاائف 

سقوط الماقلات 
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ش ١‏ ' 
1 حقول القوى النلنظمة : 
قال عن حقل قوى انه متنظم إذا كانت القوة ثبتة في حميع نقاطه . 
فاذا اعتبرنا القوة موازية للمحور 2ه من جملة المقارنة العطالية 2( «ه ومتجبة 
يسكس اتجاه هذا الحور امكننا ان نكتب القوة على الشكل : 


3 ىج 
1 


اس د ر_ 


الشكل (1) 
جد جح 1 
حيث ل شعاع واحدة الحور ده و # شدة القوة "7 .انظر الشكل )1(١‏ . 
ل الحركة في حقل مننظم » التسارع الارضي والوزن » السقوط : 


إذا تحرك جسم مادي تحت تأثير حقل قوى منتظم كان تسارعه تابتأ 


رد - 


ج 


ذىي هم 


الشكل (2) 


ولقد لوحظ تحريياً ان الأجسام الني تسقط على الأرض سقوطاً حرا 
من ارتفاعات محدودة يكون ينا تسارع ثآأبت ٠.‏ وذلك تقر ص أن مقاومه 
المواء مهملة أو إذا كات السقوط في الخلاء 5 وهذا التسارع الثات سحى 
بتسارع الثقالة الأرضية او التسارع الارضي ( اختصاراً ) . وشدته هي بالتقريب 
2ععة/ص 981 عند سطح البحر . ان هذا التسارع لس ثم بل مختلف 
من مكان الى آخر على سطح الارض فبو يزداد كلا ابتعدنا عن خط الاستواء 
نحو أحند القطيين يسبب تفلطح الكرة الارضية عند الاستواء » ويتناقص 
بازدياد الارتفاع عن سطلح الارض اي كلا اتعدنا عن ةر كتلة الارضء. 
فالاجسام اذن تخضع لتأثير التسارع الارضي وإالتالي تكون تحت تأثير قوى 
تجذءها نحو الارض ومعطاة » حسب قانوث نوتن , بالعلاقة : 


5 6 


3 ِج 
)3 لح فنا 
حيث م هي كتلة المسم الممتبر و بم شدة التسارع الارضي . وتسمى القوة 
7 يوز الجسم المادي ذي الكتلة صر 

إذا كنا ندرس حركة الاحسام بتأثير الثقالة الارضية في منطقة محدودة 
عل 0 الارض وضمن ارتفاعات صغيرة ©» بالنسة لنسف “قطر الارض » 
امكئنا أن تفترض لاسبولة أن الارض منسطة وان تسارعها ثات في المنطقة 
المعنية . ضمن هذا الفرض واضافة الى التقريب القاضي ياهال المقاومة الناجمة 

عن الحواء تمتبر حركة سقوط الاجسام على الارض بتأثير قوة ثقابا حركة 
متسارعة إنتظام » ويطلق عليها اسم السقوط الحر . وتعطى معادلة الحركة 
بالعلاقة : 

57 - ج 1 

(4) 3 اهصس- ->- كك م أو : 1م ح لبي 
ونا كانت هذه العلاقة لا تتملق بكتلة الحسم دم فان الحركة مستقلة عن 
الكتلة ؛ أي ان الحركة هي نفسبا بالنسية للاحسام الحفيفة والثقيلة على حد 
بعد قليل . 
11 ل كمون الحقل المنتظم : 

زى بسبولة ان الحقل المنتظم مشتق من كون «حافظ» وأن كونه» او الطاقة 
الكامنة لحسم كتلته واحدة الكتل وبّحرك في هذا الحقل » يعطى بالملاقة : 
(5) ال فا 
وان هذه الطاقة ف حقل |اثقالة الارضية تعطى بالءلاقة ؛: 


)06 - 2) ممع لا 
حيث 0 - لآ عندما ,2 ح- 72. و نسمي المستوى المعين د ,2 ح : عستوى 


1 كك 


القارنة لالكوث او مدأ الكون . ويلاحظ أن الكوث المعطى بالعلاقة (م) 
هو مقدار العمل الذي يقوم به وز « ثقل» الجسم الذي كتلته دم عندما 
سقط من المستوى > الى المستوى ,2 0 أي عندما سقط مسافة شاقولية 
تساوي 2 2. 

7 ل _الحركة في وسط مقاوم : 


يخضم الحم المتحرك في الحالة العامة إلى قوى اخرى بالاضافة الى ثقله . 
من هذه القوى تلك التي تماكس المركة أو تقاومها والتي تنشأ بيب الحركة 
في سائل أو غاز . وتسمى هذه القوى بالقوى المقاومة او المخمدة » كا 
يسمى الوسط عندئذ وسطأ مقاوماً او عفدا . لقد وجد تجريياً ان القوة 
اللقاوءة لحركة الحم في وسط مالا تتعلق بالوسط فقط وانا تتءلق بسرعة 
الهم ايض . فوجد مثلاآ انها تتناسب طرداً مع السرعة من أجل السرع 
الصسخيرة نسياً ومع مربع السرعة من أجل سرع أكبر ومع قوى أ كبر 
من أجل السرع الكبيرة . اذا اعتبرنا الم خاضعاً لتأثير قوة ثقله وقوة 
مقاومة الوسط الذي يتحرك فيه كانت معادلة الحركة حسب قانوك نيوتن 
الثاني بالشك الال : 


جا اجا 0 
)2 (0 8 ىم ع و 111 


ويلاحظ أنه عندما تتعدم قوة المقاومة 1 تؤول المعادلة الاخيرة الى علاقة 
السقوط الحر (4) . 
7 - الحركة المقيدة وقوى الاحنكاك : 


يفرض على الحسم المتحرك في بعض المالات ان يسير على منحن او 
ملح معان 3 فنسمي حركته عادئد حركة مقيدة و نسحي السطح او المنحني 
الذي يتحرك عليه بالقيد . ونتيجة لهذا القيد فان الحسم المتحرك يؤر على 
القيد بقوة تقابلها قوة رد الفمل التي تساوها بالشدة وتعا كسا بالاتجام » 


55 دل 


وذلكحسب قانون نيوتن الثالك . لقوة رد الفمل هذه مر كبتان أحداهما ,5 ناظمية 
على القيد والثانية ,5 مماسة له ومولة علىاشماع السرعة وتعا كسه بالاتجاه . انظر 
الشكل (3) .فبياذثْ قوةمقاومةللحركة» منشأ هذه القوة هو الاحتكاك يينالمسم 
المتحرك 00 الجسم المتحرك بصورة عامة » والسطح او المنحني الذي يشحرك 


الشكل (3) 


عليه . وتسمى لذلك بفوة الاحتكاك . ولقد وجد تحرييا ان قوة الاحتكاا 
اتتناسب شدتيا مع شدة المركبة الناظمية ,5 لقوة رد الفعل »أي : 


جد جد 3 


)8١‏ 5 أل" ام دم 

+ 1 1 
حيبث "1" شعاع واحدة ماس المسار و م عامل الاحتكاك الذي لا يتوقف 
الا على طبيعة سطح الجسم المتحرك وسسماح القيد 3 واستعملت أشارة اأناقص 


أن 7 مول على السرعة في حين أن ,5 تماكسبا . وتصبح معادلة المركة 
بصورة عامة على الشكل : 


2 


١0 +‏ 
)9 ا 0 1 0 سح ان 


1 ل حركة القنائف : 


لي ا ل لي 
7 من موضم بدء مثلاً ٠.‏ وستمتبر لتدسيط النراسة هنا ان الجسم عبارة 
عن نقطة مادية كتاتها هي كتلة القذيفة . وسنهمل قوة مقاومة الحواء لحركة 
القذيفة التي تبقى عندئذ خاضمة لثقلبا فقط اثناء حركتها . فحركتها اذن 


جح 0 
2 
10 ) و- جف 


وقبل اللبدء بدراسة الحركة لا بدمن تعبين جملة المقارنة التي تنسب الحركة 
الها . تكن هذه الجلة هي تلك التي تتنين بالحاور #رده التي ينطبق مركزها 
ه على موضع البدء للقذيفة . انظر الشكل (4) . وليكن أحد محاورها 
شاقوليا صاعد) وليكن ايضا عحورها بره بحيث أن السرعة الابتدائية ب 
واقمة في المستوى الشاقولي بره . ولتكن عندئذ » الزاوية التي تستعبا,, 
م 017 , 

اذا نظرنا إلى العلاقة (10) فان كل ما نفيمه منها بشكلبا هذا هو 
أن تسارع القذيفة يساوي التسارع الارضي . ولدراسة حركة القذيفة دراسة 
كاملة بحب اعواد شعاع السرعة وشعاع التسارع وشعاع الموضع »؛ أي حب 
معرفة المسار معرفة تمة» وكل ذلك بدلالة الزمن. 
7 السرعة والتسارع : 

نزى بكل بساطة أن شماع التسارع معطى بالعلاقة 101) كا ذكرناقبلقليل. 
أما شماع السرعة في الاحظة » فيمكن الحصول عليه بتكامل الملاقة 10) 
ين لحظة البدء 0 ح ,؛ واللحظة + . وهذا التكامل يملي 


6م - 


)11( 


ب) الموضع والمسار 
0 
ان تكمل العلاقة (11) بين 0ح ,؛ وء يعطيناشماع الموضع ( ») م 

في اللحظة الزمئية غ» وهو 
23 + 
(12) و اط عىى 


حيث 5 هو شعاع ا موضع ف لحظلة البدء مع 2 وإذا ما اعتبرنا اركف 


3 3 
+ 2ويم 4 ع () م 


الشكل (4) 


القذيفة كانت في ه في لحظة البدء كان 0 - يم ويصبع شماع الوضع بالتالي 
مععلى بالملاقة 
اك 


ج- جه 
(13) على ل توومقٌ - )م 


ا5 - 


زى من العلاقة (11) أن للسرعة الشماعية في اله لحظة غ مركبتين 
و واعي . وهذا يدل على أن السرعة في أية لظة واقمة في المستوى المين 
بالشماعين الثابتين ,» و بم . ونرىمن الملاقة(13)انالشماع الموضم م ركبتين الاولى 
مخولة على .7 والثانية عمولة على بم » فبو إذن واقع دام في المستوى امتمين 
بالشعاعين 0 و نستنتج ذلك أن مسار القذيفة هو منحن واقم ف 
الستوئ اليابت. المذكون:- ونظر] لكوك ,ا واقمة في المستوى #تره نستنتج 
ان السار واقع في ذلك الستوى . 

لا كانت (») م تابي من الدرجة الثانية بالنسبة للزمن ‏ فان من الممكن 
الحم بأن المسار قطع مكافىء . ولتبيان ذلك نكتب ممادلته الدبكارتية التي 
ربط بين احدائييه الديكارتيين بر و + . ان اشقاط الملاقة (13) على الحورن 
14 © مه ىلا د ار 
)15 0سلة غ7 + 12م 4 ماد 2 
حيث ,» ويم يثلان طويلتي السرعة الابتدائية والتسارع اللأرضي وذلك على 
اللرتيب. وحدف ألزمن + من العلاقتين الاخير تين نخحصل عل معادلة المسار 
الديكارنية 


3 
2 2 
2070 0082 © 


ومن الواضح ان هذه العلاقة عثل قطماً مكافتاً حوره وازي احور 02م 
ج ) ذروة المسار : 
لا كان المسار قطماً مكافثاً وكان تسارع القذيفة سالا ( اي باتصاء 
الشاقول النازل ) فاك المسار يتحدب نحو الأعلى ويكون له ذروة 5 تصلبا 
القذيفة بعد زمن ,:غ» تيدأ القذيفة بمده بالمبوط . يمكننا تعيين احداثيى الذروة 


(16) 1 )ابر( مسمم) دده 


عداءث© ده 


«,ه ور » وزمن وصول القذيفة الى الذروة علاحظة ان سرعة القذيفة 
تكون أفقية في لحظة. وصولها الى الذروة . 
ان مركبتي السرعة بصورة عامة هما حسب الملاقة (13) 
[4ا8 لك تق ل يه 
(18) لست ك2 
وتصبحان في الذروة : 


(19) © 09م راد ع ور 

(20) 0 حم ملوىم ل عم د يه 

ونجد من هاتين العلاقتين زمن وسول القذيفة الى الذروة وسرعتها فنها » 
أي : 

)21 كما 

(2222 للك يي 0 د 

(23) 0 داه 


ولدى التعويض من (21) في (14) و (15) ند احدائيي الثروة : 
(24) 2 طزة "0 حدر 
(25) عم2/ ه تمزه م حدا2 

لنلاحظ الآن الحالات الختلفة حسها تكو راوية القذف م موجة او 
سالة أو معدومة: 

1) 0<<م. في هذه الحالة احداثيا الذروة موحنان والمسار ياخذ 
الشكل المين في الشكل (4) . 

2) 0>» . في.هذه الحالة 0 > ,بر و0< ,ء والمسار عندئذ هوكم 
في الشكل رة) . والحزء الفلي من المسارءأي الذي تتمقبه القذيفةعهو 


زه سه 


المزء المستمر . ونلاحظ ان زمن الوصول الى الذروة سالب في هذه الخحالة 
كا تبين الملاقة (21) . وهذا يمي ان القذيفة تظبر وكأنها كانت في الذروة 
قبل الزمن ,؛ 2 


الشكل(ة ) 


3 ( 0 -دت» اي ان سرعة الندء أفقية والذروة ف هذه الحال تع ف 
البدأ 60 »و0-؛ بالطبع » الشكل (6)ء 


و ) مدى القذيفة على مستو مائل : 

بزاوة م ) بنقطة مدى القذيفة على ذلك المستوى . ويسمى بمدها 8 عن 
تقطة القذف ٠‏ ععدى القذيفة على المستوى نفسه . أما الزمن م الذي تستغرقه 
القذيفة حتى تصل إل تقطة المدي فيدعى بزمن المدى . وعندما تكوك 4 
هدف القذيفة مكن إن نسمي الفترة الزمنية م* بزمن الرمي » وهو على 
غابة من الأهمية في <الة الرهي على أهداف متحركة اذ 3 أن يتواقت 
وصول المدف ووصول القذيفة الى النقطة 4م . ولحساب زمن الرمي واحداثيي 
نقطة المدى ه والمدى 8 نكتب معادلتي المسار والمستوى ,01 اللزين يتقاطمان 
يه. 


ان معادلة بآ هي 
)226 م سو . ملز عد يع 
أما المسار فيعطى بالعلاقة (13) أو بالملاقتين (14) و (15) كم رأينا سابقاً . 
وف نقطة التقاطع يكون : بر حبر واءبه -ء وهذا يؤدي الى 
العلاقات التالية : 


هت 


2١ (-6)صنة‎ 


226 6 دم م8 مغ 
© 608 (ق -2) عزو 202 

(28) 2 6/ 8هء الي > هلا 
© 608 (ق - »4) صزة 2072 

٠. 29‏ الس سس سس خ ل 
)229 6م ده 50 24 
(030 «اسيلا لك وام لد 5 

6 *68» 8 
)31 6405*7/ [6صزو-  (‏ - »24 ) صنو )ا 3 - 
8 
ومن الواضج ان المدى أعظمي عندما يكون 
2327 8 0 
)32( 0 > م *ومء|(م-م2) ووه 26 ب 2 
3 0 
بكدنمو جنك كن نه 

)03 1 3 «- يه 2م 
وعندئذ تكون قيمة الدى الأعظم مساوية 
34 مت 

١‏ ( هه + 1 )اعم اد 


حالة خاصة : المستوى ,01 افقى اي 0 - م . تؤول الملاقات السابقة المتملقا 
بنقطة المدى الى ما بلى : 


8 000 مده ع دي 
ل 
خب 
)36 2 صزة حك ىر 
02 0 حايع 
(38 9 - 5/4 حك ره 
(9 5/ 3 كس 


ل حركة المظلي آثناء السقوط : 


لنفرض أن طائرة كانت تحلق في لحظة 0 > لء على ارتفاع مه عن 
سطح الارض وبسرعة أفقية م؟ . ولنفرض ايض أن مظلياً قذف بنفسه من 
الطائرة في تلك اللحظلة . أن سرعته في لحظة الانفصال عن الطائرة هى 
نفس سرعتها آنذاك . ولندرس الآن حركته اعتبارا من اللحظة م؛» والوشم 
الابتدائى (مه, 0 ) الي اللحظة ,؛ التي يصل فها الى الارض في الموضم 
(0.,«) كا بتبين من الشكل (8) الذي اختّرنا فيه الحور الشاقولٍ ده 
نا قو الاشل:. 


الشكل (8) 


لكتابة معادلة ( او معادلات ) الحركة لا بد اولاً من تين القوى 
المؤثرة على الجبلة ا تتح ركة ( الظلي ومظلته ) ولتبكن م جنوج كتاتمها . ان 
القوى المؤثرة على الخلة « التي نستبرها تقطة للتبسيط »هي : 


لد ©© للم 


51 3 5-3 
1) قوة الثقالة 8 اد 1 


2) قوة مقاومة المواء »ير ب )8 حيث بتملق الثابت ,, بكثافة 
للهواء وبالسطح الظاهري للمظلة م يراه ناظر باتجاه السرعة 

3) قوة دفم التيارات الحوائية التي نفرضها م-دومة هنا اتبسيط . 
وتكون معادلة الجمركة 


ب جا 2 
(40) وسح موس 


ولا كانت الحركة مستوبة ويتعين مستوبها الشماعين م ,0 أي هته الشاقولي 
فان من الممكن التمبيز بين اتجاهين “موده وذلك باعادة كتابة الملاقة السايقة 
على الشكل : # 


ٍ ج 0-0 0 
41) عل ,وم > زرده - م سر د يحو مر 


وبامنقاط هذه العلاقة على احورن بره , ده تحصل على المعادلتين : 


03 059 

(42) ال ان 
4 0 

() 7 حس مم ع حدم د وبر م 


السرعة 


90) ( ساعه - ) وعمىم دء 
0 

(45) | ليع سر ود سه ]وه ري 

حيث : 

(46) أ د (د) ممه 


اين 5 


يا ان تكامل الممادلتين (44) ,(45) مرة أخرى بين هوء يعطي المعادلتين 
الوسيطيتين للمسار : 


47 [لسرعه )وه -1]ور كك دار 


1 1 
5 [(ص/ غم سا معه -1]ع ل لي 58 وجوه - 


اما التسارع بدلالة الزمن فانه يج عن اشتقاف علاقتي السرعة ويعطي ذلك 


(49) ( صس/رغم- ) مه 0 ع 35 


(50) (ص/ +6-ا)اميةه ومع ره 

ونلاحظ من الملاقتين (44) و (45) انه بعد زمن كبير نسبيا يقترب المقداران 
رص/عه - ) معهو (ص/عم-) مده من الصفر وتأخذ البرعة قيمة 
ثابتة قسمى بالسرعة الحددة ومعطاة بالعلاقتين : 


510 0 دو( ) 
)62 ش 6 / عد ,و( ) 


أما زمن الوصول الى الارض فيتمين من تمويض + يصفر و + ب؛ في 
الملاقة (48) » كم محصل على موضع سقوط المظلي على الارض هلا بتعويضي 
1 الناتحة في الملاقة (46) ء 


حا لاه مدي 


الغصِرانّااث 
حقل القوى المركز ي والحركة الفلكية 


تعمريف الحقل المركزي 

خواص. الحقل المركزي 

معادلات الحركة في الحقل المركزي 

اشكال معادلات الحركة 

تعيين المسار من الحفل المركزئ وبالعكس 

الطاقة الكامئة في الحقل المركزي وعلاقة انحفاظ الطاقة 
حركة جسييم في حقل مركزي متناسب عكسا مع مربع البعد 
قوانين كبلر الفلكية : 


-052 سه 


1 - تعريف الحقل المركري : 

يقال عن حقل القوى أنه مركزي إذا كانت القوة الؤثرة على جسم 
( نقطة مادية ) كتلاه 3 
محققة الرطين التاليين : 

7 القوة حمولة على 
مستقم مار من نقطلة 0 
تسمى مركز الحقل ‏ 
الشكل (1). 

ب - شدة القوة 
تابسة لبمد بين المسم والنقطة الثابتة. 2 الشكل (1) 

ومحكن وفق الشرط الأول أن تكونث هذه القوة جاذبة أو دافمة 
ويسمى الحقل عندئذ جاذياً أو دافا باللرتيب . و نستطيمع أن نكتب القوة 
على الشكل التال : 


(1) م 


حيث 0 هو شعاع واحدة حامل الفوة وم وم هما بالترتيب 
شماع موضع الحسم وبمده عن مركز القوة . أما (ء )6 فيسمى تايم الفوة 
وهو يعين شقتها الخبرية . 
- خواص الحقل المركزي : 

نقصد مخواص الحقل الصفات التي "نتميز ها حركة جسم خاضع لذلك 
الحقل . وعلى هذا فان حركة الحسم في حقل مركزي تتميز بالصفات التالية : 

1 المسار مستو : 

ليكن الحسيم « المتحرك في الحقل 'المركزي - الشكل  ):1(‏ حيث 


الاك 


تمطى القوة في كل تقطة منه بإلملاقة (1). ولتكن ”, سرعته ء ولنمتبر 
الشماع « المثل اجداء الشماعي لسرعة الجسم وشعاع موضمه : 
+ 3 ب 
2( لاالترع حت طم 


سين أولاً أن هذا الشماع 8 ثبث. ولهذا للخرض يكني أن نين 
أن مشتقه معدوم 1 وبالاشتقاف نجد: 


ىس جد )د 
3 5 جح م 0 طك 
إلى دن سد ت انا سس و 
ف 
02 3 جد ع 
تكاج ذا ذا 5 بذ اذا يمرا فى 
ٍ 3 
لف م لاا )نا ذا يه 2 05 
' جد 31 1 
3( © > ألم م(م) 1 ست مه 
وك 


حيث استعملنا قافون نيوتن الثاني بيد مم 8 وكذاك الملاقة (1) . 
1 ج جح جد اجدم 
إذا فالشعاع ات ٠‏ فستديج من مات ط في المنتحى والاتجاه أن م و م 
واقمان في مستو واحددائاً » وأن هذا المستوي متعامد مع الشماع اأثات 
ط. إذا » فالحركة مستوية أو انا مسار الجسم مستو ء. 

ب الاندفاع الزاوي محافظ : 


يعطى الاندفاع انزاوي احسم المتحرك العلاقة التعريفية 


جد ا اجا اجا 

١ 4‏ لمع م2 

أي أنه عزم الاندفاع الحططي [اعحسم حول مرك الحقل . ونرى أن : 
ِ جد جد جِ جد 

53١‏ نابت طم ع م لم مم 


| 
ان اونيى بح رف 


5 


ولا كان ١‏ ابت فا © ثبت . ويدل ذلك على ان الاندفاع الزاوي 
© محافظ . 

الحركة خاضعة لقانون السطوح : 

ينص هذا القانون على ان شماع موضع الجسم المتحرك + مسح مساحات 
متساووة خلال فترات زمنية متساوبة » أي أن السرعة السطحية ثبتة . 
وا م أن 0 المركزي 0 هذه الخاصة 32 أن دمن ص 

لوم أن مستوي الحركة هو الستوي <ه وأن مركز المقل هو 
مبدأ الاحدائيات ه. لتكن « و © موضمي الحسم المتحرك في اللحفتين 
+و غك +غ. حيث 46 فثرة زمنية قصيرة 2 . إذا اعتبرنا 3 ده 
عه و وو بالقدار 4 ما المقدار 44 فيمثل 0 المحصور 
بين 02 , 00 , 0م » ويمكن أن نأخذ كقيمة تقريية له امثلث 050 . 
ويلاحظ أن 4ل هو 
السطح الممسوح خلال 
الفترة . انظر 
الشكل (2) . إذا مثلنا 
السطم هك بقدار 
شماعي 44 وكان هذا 
الأخير مولا على -ه 
ان بامكاننا أن نعبر عنه عندئذ بالعلاقة : الشكل (:2 ) 


ج جح _ِ 
)6( ل لمع # ع دفن 4ل 


0 


لأن شطح الثلث 050 المثل ل ور هو القيئة المطلقة للطرف 


الأعن من هذه الملاقة . با أن م و42 بممستو واحد واي 4 مسمول 


535 
على 2ه فاك حك ول على 02 أبضاً مها كان خ و غل: منه نحد ؟ 
ج جح جد 
4 مام نا صرزآا وفك ذا ع اللداقنة 
4 مجع 4 *4 .وجول * 
+ جد احم 
2( :1 سل ا كا 1 خخ 


وى السرعة السطحية ثثلة شعاعياً . وشدة هذا الشماع ( قيمته الطلقة ) 
9 البرعة السطحية كتدار سفي . ما أن 8 ثابت. فا ع4/ 44 ثبت 
أيضاً 0 السطحية 0 ثابتة » 6 ماكنا نحاول البرهان عليه . 
133 - معادلات الحركة في الحقل المركزي : 
نظرا لكون القوة المؤثرة على الحسم حمولة على شعاع موضعه فا من 
الأسبل أن نستخرج ممادلات الركة في الاحداثيات القطية الستوية يدلاً 
من الاحدائيات الديكارتية . إذا كان + و © الاحدائيين القطبين و ,5 شماع 
واحدة > و ,6 شعاع واحدة ال حور المتعامد معه » كا ببين الشكل ( 3) فاك : 
)_- جح 
8( ب مامت 1 
وللحصول على السرعة والتسارع نشتق © مرتين بالنسبة للزمن . وهذان 
جا جب 5 
الخهاه سيحتويان 0 1 جار المت 2 و © التثيرين . ولذلك ستعمد 


2 


الشكل ( 8 ) 


35 جااجه 
9 © هلو + © و0 زج رر 
© ووه زج © هذه 1 - جع ,© 


بالاشتقاق بالنبة ل 6م 


55 
0 و 0 بم 0 
© ل 6 وه زا © صزو 1 ع لوسر 
)10( ج 
0 جه بد - 09 
ع -- 6 مله زر - 16066 ل ع هج 
أما بالنسبة للزمن فاك : 
ش ب )ِ 
5 486 م4 م4 
<> غ4 046 2 + 0 
١ 7‏ اه 
7 © ,©0406 1 
7 4 كي - كر 


باستمال هذه المثتقات ف حساب السرعة والتسارع فانئا ند : 
535 
ج ب 
(12) 2 - دك 


5 
ع3 


+ 3 
(13) 2668 + "ومنب ع(*م دك ) سق - 


بع 


جب 
8 


كد 


إذا طبقنا الآن قانون نيوت الثاني ه سم ت # على الجسم المتحرك 8 
مستعملين المعادلتين ( 1 ) و ( 13) » ثم اسقطنا الملاقة الناتمة ( وهي المادلة 


الشماعية للحركة ) على الحورين التحركين , و ,© فاننا تحصل على المسادلتين 


القطبيتين الح ركة وها: 
)14( س/ (ع+)4- هم دام 
(115 0 ع 8“ 2 + “هعم 


حيث تشير الفتحات في كل ما تقدم إلى الاشتقاقات بالنسبة ازمن 

إذا كان تابع القوة (م)4 معروفاً أمكن حل المادلتين التفاضيتين 
(14)و(15) بعلاة الزمن وبالتالي إجاد ما نسميه لمعادلتين الوسيطيتين 
للنسار : 

(16) (غ)ء 037 

8 -6)( (2 

وإذا أمكن حذف الوسيط ( وهو الزمن » ( بين هاتين الملاقتين 
حصلنا عندئذ على الممادلة القطبية للمسار: 

اقلق 0 - (7):,6 
87 اشكال معادلات الحركة : ْ 

نستطيع كتابة معادلات الحركة بأربعة أشكال محختلفة ومتكافثة وي : 

الشكل الاول : 

قثل العادلتان ( 14 ) و( 15) الشكل الأول لنادلات الحركة . ومن 
هذا الشكل نستطيع استخراج الأشكال الأخري . 

الشكل الثاني : 

ان استمال الملاقتين ( 12 ) و ( 8 ) في العلاقة ( 2 ) يقود إلى المعادلة : 

(19) تأبت طح /ه :, 
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وزى باشتقاق هذه المعادلة الأخيرة أنها تكافىء العادلة الثانية (15) 
من الشكل الأول لمادلات الحركة . أما استمل ( 19 ) في الممادلة (14) 
فانه يؤدي إلى : 

)20( ص / 0) 4 د مم - سير 

والملاقنان الأخيرتان (19) و (20) تؤلفان الشكل الثاني لمادلات 
المرك . إن الفرق الملحوظ بين الشكل الثاني والشك الأول هو أن 
المادلة ( 20 ) من الشكل الثاني لا تحوي إلا م والثابتين صد,رط ء ويمكن 
حلبا 'ماشرة للخصول على م بدلالة » . وبءد ذلك يسبل حل (19) بعد 
معرفة م . أما في ممادلتي الشكل الأول (14) و (15) فالتحولات غير 
منفصلة » وهذا تحمل الحل أكثر صموبة . 

جِ الشكل الثالث : 

إذا انتقلنا من المشتقات النسبة ازمن إلى المثتقات بالنسية للزاوة " 
القطية و » أي إذا حذفنا الزمن ء بين المادلتين (19) و ( 20) فاننا 
نحصل على الشكل الثالك لمادلات الحركة ؛ روصي : 

)021 ا 

وذلك بالاضافة إلى المادلة (19 ) . إذا ( 19 ) و (21 ) تثلان الشكل 
الثاك . وبلاحظ أن الحادلة (21) هي المعادلة التفاضلية القطبية لأسار 
ولا دخل لازمن فبا . حل هذه الممادلة يمين المسار وحل المعادلة ( 19 ) 
بمين الحركة لأنه يمطي © بدلالة الزمن . 

د الشكل الرابع : 

قد يكون مفضلاً في بعض الأحيان أن نستعمل بدلا من ء متحولا 
تغر ل د نس . فاذا اتتقانا من :إلى ى في الممادلة (21) آات 
هذ المادلة إلى الصيئة التالية : 


17 كه 


وأما (19) قفتصبح 5 
1 48 
(23) سطع ح د بو 
وهما تمثلان الشكل الرابع لعادلات الجركة . وهنا نلاحظ أيضا أن 
أولاهما تحدد المسار وثانيتها تمين الحركة عليه . 
٠‏ - تعبين المسار من الحقل المركزي وبالعكس : 
إذا كان الحقل المركزي معاوما » أي اذا عرف التابع ( ؛» فيمكن 
الحصول على المسار بالطرق التالية : 
اولا : عكاملة المعادلتين التفاضليتين (14) و (15) أو المعادلتين (19)و(20) 
حيث نحصل على المعادلتين الوسيطيتين للأسار : 
(ع)ء > خم 
(+)6-6 
والوسيط هو الزمن ويؤدي حذفه ينها الى الممادلة ا هندسية لسار 
بشعلبا القطي : 
6 -(2:,6)م 
ثافيا : كا أن تكامل المعادلة ( 21 ) يؤدي الى المعادلة القطبية الأخيرة . 
ثالثا : وأما المعادلة ( :2 ) فتؤدي بالتكامل ألى ممادلة للمسار من الشكل : 


0 > (6,س)م 


والقيجة :في جييع الحالات واحدة وتؤدي الى المسار نفسه 2 هبي 
متكافئة . أما اذا كان السار مملوما لمن السبل عندئذ أن نستتتج الحقل 


5 


المركزي منه » أي أن نستتتج التابع (+ )4 . بصورة خاصة نحصل من 
المعادئتين ( 21 ) و ( 22 ) على عمارتين لهذا التابع » ومما: 


عع 2 اعثل ععط 
9 1[ (ه) - جه ]2 -(م)؛ 


(25) [م + حك ] سدم - دلط)؛ 


177 الطاقة الكامئة في الحقل المركزي وعلاقة انحفاظ الطاقة : 
ها أن القوة في المقل الركزي #بنة للوضع فان من السبل عندئذ 
أن نرى أنها نشتق من كون . أي : 


(26) () 7 همه 0 ()؛ د( )5 


27١‏ -4/ (+)97ل--(م), 
وبإلتالي فان الكون يتمين بالعلاقة : 
(28) و(ء)4؛] - -(م)؟ 


حيك .عو مبنا. قيس التكون:»-ونتبره التكان الذي تعلم افيه 
القوة ( ينسم فيه الحقل الركزي ) أي المكان الذي ينمدم فيه ()؟ . 
اذا : 

(29) 0 - (م)؛ 

في حالة حقل من الشكل ج - (:) ؛ مثلا نعتبير مه د ردلأات 
0 -> (مه)1 وبالتالي 0 ع زمم)ل/ا . فاللامانة في هذه الحالة العدبر مبداً 


اك 


للكون . أما اذا كان الحقل بحيث "مه - (م)؛ مثلاً فان 0 - مم لان 
0 - (0): وأيضا 0 - (0 7 . فيدأ الاحدائيات هنا يؤخذ كبداً 
لقياس الكون . ْ 

ومها يكن من أمر فان نسين مبدأ الكون ليس عل جانب كير من 
الأهمية لأن ما همنا عملياً هو فروق الككون لا الكون نفسه » وهذء.- 
الفروق لا تتأثر بإاختيار البدأ » اللبم الا بالاشارة أحياناً . ولهذا السبب 
فان بالامكان مخالفة الاسطلاح السابق عندما نجد ذلك مناسباً . 

بمد أنعينا الكون ( الطاقة الكامتة ) ولما كاث هذا الكنون تكاملآً 
.للقوة ( أي القوة مشتقة من كمون ) فاننا. تكتب مبدأ انغخفاظ الطاقة الكلية : 

(30) ثأنت - 7 + ا عير 

حيث 1 ةثل الطاقة الحركية للجسم و 7 طاقته الكامنة و 5 طاقته 
الكلية . ان استمال الملاقتين ( 12 ) و (30 ) مما بسطي : 


(31) ( 92 *م + ثم ) صر د “رس4 85-15 د 1 
أما استمال ( 19 ) في ( 31 ) فانه يمعلى : 
62 (8-7) جد 2 بم 
58-7 2 _ روس “بمدويع 1 
33 بول + ريخ )] م 
(1-شهظ)2 .., مميسك 
54 حي كام (ه2) 


ان هذه العادلات الأريع الأخيرة كلبا متكافئة ويمكن استمال أي منها 
كعادلة للحركة حينا تكون 8 , /8 معاومتين . وسنرى فها بعد كيف تستعمل 


2 6ك 


احداهما وحي الأخيرة لتعيين مسار الجسم التحرك في حقل مركزي . 
37 حركة جسيم في حقل مركزي هتناسب عكسا مع مربع البعد : 

أن دراسة حركة الحسم في حقل متناسب عنكساً مع مر بع البمد تلقي 
ضْوءَ ساطعاً على كيفية استمال اللمعلومات السابقة » م أن هذه اللراسة , 
تنطبق على حركة جدم في حقل جاذبية مركزي أو حقل كبربائي جاذب 
أو دافم . فني الأول» أي حقل الجاذبية»تكون القوة متناسبة عكساً مع 
مربع البعد بين الجسم ومركز الحقل م أن هذه القوة هي قوة جاذبة 
تحاول تقريب الحسم من مركز الحقل . أما في الحقل الكبربائي قتكونف 
الكبربائية التي تسبب الحقل والتي هي مركز الحقل . في الحالتين القوة 
متناسبة كنا مع مربع المسافة الا أن القوة قد تكون موجبة ( داضمة ) 
أو سالبة ( جاذبة ) وذلك النظر آلى توجيه شماع الموضع الذي شماع 
واحدته به من مركن القوة بعيدا عنه الى الجسم ء سنارس فها سد حقل 
التحاذب الكوني بالتفصيل وكذلك ح ركة جسم كبر بائي في حقل كبر بائي 
مركزي ؤذلك في حينه . على كل حال نستبر الآن الشكل العام للقوة 
المركزية بالصينة الرياضية : 

: )35( 

حيث 2 ثبت موجب أو سالب حسما تكون القوة جاذبة أو دافبة . 
ويتضح من هذه الملاقة أن تابم القوة هو: 


(36) ل - -ل)؛ 


اذا استمملنا الآ ممادلة الحركة ( 22 ) التي وحدناها سابقاً رأينا أنها 
ماحد الشكل : 
0 


0 1 

0-02 - 07 

وحل هذه المادلة التفاضلية يمطي الممادلة القطبية للفسار . وهذا الحل 
هو من الشكل : 


)38 (,© - ©6©)ون 6 4 


1 


2 
0 


حيث 6,,© ثابتا التكامل . أما الثابت ,© فيمكن أخأه مساوياً 
للصفر ؛ وهذا يكافىء تدوير الحاور الاخدائية بالقدار ,6.. وأما الثابت © 
فيمسكن تعيدنه من أستمال علاقة أنحفاظ الطاقة (34) مع معادلة المسار الاخيرة 
(38) مدأخذ 0 د ره: 


- هم2)8 * 20 9 
(39 للحعقظلة. 61 08 0 + جح ]| +9 تمنو 02 


إصلاح هذه الملاقة جبريا واستمال عبارة الكون : 


0 م 
(40) لك 108 حب ) م عت نو( ؛ | - لحن 
66 
فاننا نجد: 
28 يها 
)41) ددحي وجح حك 


وتأخذ عندكذ ممادلة المسار الشكل : 
(42) 61 608 لطعكلة بر ا ا 5 كت 1ه 
1 0 0 
غثل هذه الممادلة الشكل العام للعادلة القطبية لاقطوع الخروطية وهي : 
ا 2 
)045 08م 29 5 
كلت 


او: 


(44) وممء جل لش اده 

بمقارنة الملاقتين ( 42 )و( 44 ) نجد أن المسار الذي تحدده الأولى هو 
قطع مخروطي . وسيطه : 

(45) 2 / تطص ع م 

وتباعده المركزي : 

(46) 2/ #اثطصة + الادء 

ولا كان التباعد المركزي هو الذي محدد نوم السار فائنا غيز بين 
ثلاث حالات متلفة 


اولا : عندما تكوك الطاقة الكلية الجسم المنحرك مواجة (0 <8 ) 
فان الشاعد المركزي 5 يكون أكبر من الواحد . وعندئذ يكورف 
المسار قطنا غروطياً زائدا . 
ثانيا : إذا كانت الطاقة الكلية معدومة ( 0 - 5 ) فا التباعد المركزي 
بساوي الواحد (1 - 8 ) والسار قطع مكافىء. 
ثالثا : وأخيراً إذا كانت الطاقة الكلية سالية ( 0> 5 ) فالتباعد المركزي 
أصغر من الواحد (1> 6 ) ولمسار قطع ناقص . 

وفها يلي سنين تأثير تجاه الحقل المركزي على نوع المسار » فتندرس 
حلة الحقل الدافع وحالة الحقل الماذب كلا على اتفراد . 

حالة الحقل المركزي الدافع : 00 

في هذه الحالة تنجه القوة المؤثرة على الجسم بيدا عن مركز الحقل 
فيكون تبع القوة موجا » 0<(ءع)+- لطبت . وهذا ستوجب 


عندئذ أن يكوك ا 2 سالا (8>0) . وتنطبق على هذه الحالة 


د ل 1 


حالة حقل التدافم الكبربائي بين شحنة ثابتة وشحنة متحركة تتفق معبا 
بالاشارة . وإذا حسبنا الطاقة الكلية لاجسم : 
' 1 
47) كيج | عه - 7+37 دم 
58 


(48) 26 ا ا 6 | 
فالطاقة الكلية موجبة حتماً لأن © > « . نستنتج من ذلك أن المسار 


قطع زائد أحد محرقيه هو مركز الحقل » كا بين الشكل (4) . ولا 


الشكل ( 4 ) 


كان اقطع الزائد فرعان فيجب أن نحدد ما إذا كان الجسم يتحرك على 
الفرع الأول أو الثاني . لكن كون -الحقل دافا والوسيط م سالا » لون 
« سالبة» يحم أن تكون الحركة على الفرع الذي لا بحوي مركز الحقل 
كحرق . فاذا كانت © مركز الحقل فالسار هو الفرع المستمر من القطع . 


د و 


ب حالة الحقل المركزي الجاذب ؛ 

تتجه القوة في هذه الالة نحو مركز الحقل يا في لة حركة كثلة 
مادمة حول كتلة أخرى أو حالة حركة جسم مشحون .حول شحنة تخالفه 
بالاشارة . وتكون الطاقة الكلية في هذه الخالة 


الشكل ( 5 ) 
موجبة أو سالة أو معدومة وذلك حسب شروط الدء » إذ أن 
الطاقة الكلية هنا محافظة ( ثابتة ) . 
لك سق درك - 8 

وسنعتبر لذلك الحالات الثلاث التالية : 

اولا : لك <*,؟ . في هذه المالة 
تكون 0 <.,8 - 8 والتالي فالمسار 
قطع زائد . والفرع امقبول هو الذي بحوي الشكل ( 6 ) 
مركز الحقل كحرق له. وهذا ما عثله الشكل (5) . 


ا هلإ ل 


. 282 : 
ثانيا : إذا كان لت ددم فان 0 - ,8 - 8 ويكوث التباعد 
0 


المركزي اقطم مساويا الواحد (1 > » ) والمسار قطع مكافىء حرقه مركز 
الحقل 0 » كا بين الشكل (6). 

الثا : وأخيراً إذا كان للب > *مء فان 0> ,85 ح 86 ويكوكٌ 6>1. 
وعندئذ يكون المسار قطماً ناقصاً أحد محرنقيه هو مركز الحقل 0ك بين 
الشكل (7). 


الشكل( 7 ) 


ملاحظة : من المركات التي تنطبق علها الدراسة السابقة ما يلي : 
5 حركة النيازك والمذنيات الني ترسم قطوعاً زائدة وربما مكاففة 
وص تأتي .من الفضاء ور بالقرب من الشمس ثم تأخذ الابتعاد عنها 
وتغادر الجموعة الشمسية دون ان تعود اها . م أن هناك بمض الكتل 
المادة التي تأخذ حركة مشابهة حول الأرض . 

ب حركة الكواكب حول الشمس كالأرض مثلاً وهى تسير على 
قطوع ناقصة تشكل الشمس محرقاً لما . وسندرس في الفقرة التالية هذه 
الحركة بالتفصيل نظراً لأهميتها . وتكن هذه الدراسة في مناقشة قوانين 
كبلر الفلكية . 

ك7[ ب 


ج ‏ حركة الالكترون حول النواة بتأثير حقلها الكبربائي المتمركز 
فها حيث برسم الالكتروث: قطوعاً ناقصة محرقبا النواة . 
د ا حركة جسم » أو البروتون جالب النواة حيث يرسم قطماً زائدا 
بقع محرقه البعيد في مركز الحقل الكبربائي للنوأة أو في النواة . 
1 - قوانين كبر الفاكية : 
لقد وضع كبار قوانينه في المركة الفلكية قبل أن يضع نيوتن قوانين 
اليكانيك . وتنص قوانين كلر على ما بلي : 
القانون الاول : إن مسار كل كوكب حول الشمس قطم ناقص تقم الشمس 
في أحد محرقيه . 
القانون الثاني : أن شماع الموضع الذي مبدأه الشمس ونهايته الكوكب 
التحرك مسح سطوحاً متساوبة في أزمنة متساوية ( أي أن الحركة الفلكية 
خاضمة لقانون السطوح ) . 
القانون الثالث : أن مربع دور حركة الكوكب حول الشمس يتناسب 
مع مكب تصف الحور الكبير لمساره . 
لكي نبرهن على صحة-قوانين كبلر هذه ندرك أولاً أن الكوكب أثناء 
حركته بخضع لحقل قوى مركزي هو حقل جاذبية الشمس للكوكب وهو 
حقل متناسب عكساً. مع مربع البند بين الكوكب والشمس ( بل بين 
مركزيها ).ولذا 'تنطبق عليه الدراسة السابقة . وقد رأينا عندئذ أن المسار 
هو قطع ناقص مركز القوة أحد حرقيه » وأن المركة خاضمة لقانون 
السطوح كخاصة من خواص الحركة في الحقل الركزي . فالقانونان الأول 
والثاني اذا مبرهنان سلفاً . وييقى أن نبرهن على صحة قانون كبلير الثالث . 
إذا كاك هوم نصق الحورى الحكير والصنير لاسار فا مساحة 
السطح الذي بحصره المسار يعطى بالعلاقة : 
(49) طوع دم 
حم لاا 


وقد رأينا سابقأ ان السرعة السلحية تعطى بالملاقة 
50 2/ ١ط‏ 2 دام 
إن دور الحركة هو: الزمن اللازم ليقطم الكوكب مساره مرة واحدة 


(51) ط/5هع2- كسم 

ولكي نتخلص من ط في هذه الملاقة نستعمل العلاقتين التاليتين للوسيط 
م ,الأولى 

(52 ) 5 / طم عدم 
وه التي وجدناها سابقا » والثانية 

(53) (42- )محم 
ومي من خواص القطم الناقص . وبحذف الوسيط م بين هاتين العلاقتين 
الاخيرتين نحد : 

(54) (0. -1)ء طدنة 
كا ان من خواص القطع الناقص الملاقة 

(55) م ]لاه - 
وأخيرا بإستمال (54) و ( 55 ) في علاقة الدور ( 51) نجد : 

(56) ولاه ط/م/اج 2 ددم 

أو :. 

27 ) ثم (2/صس:*-4)-:م 


وهذه الغلاقة مكافئة لنص قانون كملير الثالث الذي ينص على ان مربع. 
الدور متناسب مع مكب نصف الحور الكبير لاسار . وبذلاك نكونٌ قد 
اثبتنا قوانين كبلير استناداً إلى خواص المحقل المركزي . ونلخص في الحدول 
التالي بعض الملومات الفلكية عن جموعتنا الشمسية . 


حت علا حت 


عت الات 


الشبوسر عطئرد 

متوسط بعده عن الشمس ( مليون َه 55.5 
كيلومتر ) 

سنته ( دور حركته . حول الشمس 3 024 
( سنلة ارضية ) 

نصفا قطر دائرته الاستوائية ‏ | 696 | 2.42 
زر الفاكم ) 

كننضه ( “102 عينوغرنم ) .2 أ2000000| 0.32 

لوسك اه برخت 8 2 | 5.3 

متوسط تسارع الجاذبية على سطحه | 203 36 
( متر/ا2) 

سرعة الهرب أو التخلص منه 620 4.2 
( كيلومتر/الثانية ) .٠‏ 

يومه ( أو دور حركته حول محوره ) 5 2212 
( ساعة ) , 


متوسط سرعته على مداره 


ظ جد عق 
( كيلومتر/الثانية ) . 


ع معلومات فلكية حول المجموعة الشفسية 


الزهرة | برزيك | الريخ | الشتري | ذحل 
108 150 221 2.08 127 
0.4 عن الارض 1 
06 1 1.9 11.9 5ؤ2 
5 | حول الارضا 
02 06038 3.4 21.4 60.4 
1.68 . 
4.9 8 0641 0 | 750 
04 
4.5 552 3.5 133 0,00 
3.4 
55 58 03.8 26 112 
162 
102 11.2 5 61 3 
2.38 
120 9ؤ2 20166 5.54 10.9 
6055 
35 2318 24 13 565 
1.02 


اودانوس 


108 


نبتون 


10.2 


5.44 


213.4 


115 


الفص ل الراربع 
فانون التجاذب الكوني 


قانون التجاذب الكوني 

قوة جذب قضيب لجسيم على مستوى تناظره 

قوة جذب كرة جوفاء متجانسة لجسبيم خارجها 

قوة جنب كرة جوفاء لجسسيم داخلها 

- قوة جذب كرة سميكة جوفاء لجسبيم خارجها أو داخلها 
قوة جنب كرة صماء لجسيم خارجها أو داخلها 
قوة جنب حلقة دائرية منتظمة لجسيم على محورها 
قوة جذب قرص دائري متجانس لجسيم على محوره 


طلم - 


1 قانون التجاذب الكوني : 
لقد درس نيوتن قوانين كبلير التي صاغها لدراسة حركة الكو اكب ثم 
فرها بقانونه الحديد في التجاذب الكوني . وينص هذا القانون على أذ كل 
حسيمين ماديين بتحاذيان بقوة تتناسب طردا مع كل من كتلتيها وعكسا مع 
مر بع المسافة بها . ويعبر عن القوة ” التي بحجذب بها الجسم ذو الكتلة 
)1( و ير ار 
حيث م هو البمد بين الحسيمين و ب شماع واحدة الحور الموجه 


من الحسيم الأول ( الحاذب ) إلى الحسم الثاني ( الجهنوب ) » وحيث © 
تأبت يسمى ثبت التجاذب الكوني وهو يمطى في الخخلة السفئية (68© ) 


2 2ك 5 
2 "عمق ام. نص *673910. 6ح ن 


الشكز( 1 ) 


أما القوة التي يجذب الجس* الثاني يا المسي” الأول » ولتكن “8 ع 
نبي تماكس مباشرة القوة الأول * » الشكل (1) أي : 


)0( الود رخ 


رن 2 


وقد افترضنا في ذلك أن الخور لا زال موجباً من 5 0 ْ 
حمل ا ة هو من الجسم الحاذب + مر ال الجنوب دائاً فان 5 وام 0 
يعبر علها بعلاقة واحدة هي ( 1). 

للا كان شعا اع الواحدة مم يسلى بالملاقة 6ع > ير 7 رأينا سابقاً » 
فان اسقاط 0 قة( )ل الحاور الاحدائية 05 , لإ0 ,602 2 يعطلي مركبات , 
القوة ”7 و _ و َس" على هذه الحاور 5 ي ع 3 


4( 0 
(5) و عبن و ادام 
)2( ع العامة 6 دام 


هذا ونلاحظ أن حقل التجاذب الكوني » ويسمى كثير) من الأحيان 
بالتعحاذي النيوتتي » والممبر عنه الملاقة (1) هو حقل مشتق من كون . 


9 عبت ه- دو( ) 2[ - -(0)! 


1 


والملاقة الأساسية بين الحقل 7 والكون الذي ي يشتق منه هذا الحقل : 


ل 
)8١‏ ةي - 
تأخذ الشكل التفصيلي : 
9( 8 --ع علب عه د م 
29 , المطالة دواد ١‏ 


3ت الاحد 


ان ما تقدم قد تناول قوة التجاذب بين جسيمين نقطيين . أما اذا 
كان الحمان المتحاذان غير تقطبين فاك قوة التجاذب بنه) تحسب استناداً 
الى الملاقة (1) بحساب القوة التبادلة بين عنصرين تفاشليين من الحسمين 
واجراء عملية تكامل شماعية تشمل حميع نقاط أو عناصر الحسمين 
المتجاذبين . وسنعالج فما بلي بعض الحالات الحامة في حساب حقول جاذية 
بعض الأجسام الهندسية . 
8 - قوة جنب قضيب رفيع لجسيم في مستوى تناظره: 


ب 
ان القوة 38 التي تؤثر في جسم كتلته مم والنائجة عن عنصر صغير من 
القضيب فى في جوار » » انظر الشكل ( 2 ) » هي : 


<- عروممم 


3 
)012 م ملكتن اد 18ل 
وذلك تطبيق قانوت : 

التجاذب الكوني العطى 7 

بالعلاقة ( 6 » حيث في 

العلاقةالأخيرةه هي الكثافة 2 

الطولية اقضيب و «له 0 

كتلةالمنص راو 2ط + ثم ١‏ 

هو مريع العد بيزالتض 0 0 
المذكوروالحسم « .وليس 1 1 
٠‏ صساً أن نرى أن القوة الشكل (2) 

الكلية الناتة عن هذا القضيب بكامله وأقمة على محور التناظر 0 الذي 

ينه الشكل (2) وذلك سبب التناظر . ولهذا السبب لا يمنا الآن الا 

مركبة 4# على ذلك الحور وهي ٠:‏ 7 
هم - 


34 


4ه 


نا 


6ه عقمع و - (47) 


5 عل 6ه 
(13) اع 0 
ونحصل على القوة .الكلية 5 بتكامل العلاقة الأخيرة على طول القضيب 
آخذن بعين الاعتبار أن 7 عمولة على 05 . هذا يمطى : 
014 <- ل طمصر 6-]- زم دم 


23 
وإنماز عملية التكامل نيد : 


(15) -_ 1 دم 1 لبد ب عر 0 


|[ *طط تم ين 8 1 تزه سنن 


حيث 2826 لاض 6 لديا ا بلا 
1 - قوة جذب كرة جوفاء متجانسة لجسيم خارجها : 

لنحسب الآن قوة الحذب التي تؤثر ها 7 مادة حوخاء متحانسة 
كثافتها السطحية ٠‏ عل جسم واقم خارج هذه ام 
لنعتبر الاحداثيات او , © 0 القوة اللؤثرة في الحسم 


والناهمة عن عنصر سطحي تفاضلي 08 . 


(16) 569 ص 1 © منة 8ع ول 
القوة النانفخة عن هذا العنصر هى 
2 ول 1 
[ 09 ته و  _‏ د 07 
5-7 6صلم 82 مور ١‏ 
و0 06 لتب بجي ناا د بذ 


فاذا كاملنا عل المتحول الزاوي ٠‏ الذي يتحول بين 0 وع2 حصلنا 
1م م 


على القوة الناتة 


عن الحلقة التي 1 
عثلبا الشكل ( 3 ). 8 
وهذه القوة يمولة ع4 
على 082 سيب 0' 


أ 
التناظر . ولذلك 2 
فائنا نكامل مسقط 0 
ا 


العلاقة الآخيرة ص 


المحور 08 بدلا 
منها ذاتها . هذا 
1 

الدكامل يؤدي 

لماعو العكل(3) 

بز همه م 6 ران 
م 
© مزة 00 
(18) ب ومع ©0 بيستتحد اد 


أما القوة الكلية 1 المحبولة على 07 أيضأ سبب التناظر فتنحصل علا 
من تكامل الملاقة الأخيرة بالنسة ل © من ه الى ج. 


(19) م 


0ع © 
حيث أ شعاع واحدة 02 ٠‏ واستعال (18) يكون: 
2 
) : 
م020 ع1 © فق 7 ات له لام سعقع_ 
8 


الام ل 


)21( © وه 18 - خم ل نهولا دع 
)22( ا ساد ووو 
23 © ومع 81 سس [ 

( 0 وم ط28 - 52 ل 8 /ن 0 


حيث 11 نصف قطر الكرة م ا ا 
واخيراً يؤدي استممل (21) و (23) ني (20) واحراء التكامل ال 


القوة المطلوية حيث نجد: 
جد د 
)24( د كاف لل د ا ورت 1 
جب 
(25) 50 


وتدلنا الملاقة (25)» الي ذها خا مج 4 > ]3 كتلة الكرة ؛ على 
أن قوة حذب الكرة الحوفاء لحسيم خارجها تساوي القوة الناتجة فيما لو 
اعتبرنا كثة الكرة متجممة في مركزها . ولهذ التيجة أغمية كيرى من 
الناحية التسيطية . ' 
19 - قوة جذب كرة جوفاء لجسيم داخلها : 
لنفرض الآن أن المسيم 
واقع داخل الكرة الحوفاء 
المتحانسة اأتي رأيناها في الفقرة 
الأخيرة . ولنستعمل الرموز 
السابقة ذاتهاءكم سينا لسك ( 4). 
. الحسيم ١‏ متعامداً مع 0 . هذا 
المستوي يقسم الكرة الى قتين الشكل(4) 
العليا » وتحاول حذب الحسيم قوة نحو الأعلى »والسغلى ونحاول حذبه نحو 


2 


الأسفل . لهذا الب تحب فصل التكامل السابق 3 2 الأول 
على القنة العليا من الكرة والثاني 0 القية السفلى 3 


1: 9 000 3 )26( 


« 

أما انحاز هذا التكامل فك كمرن وتؤدي تبه الى أن القوة الب 
27( 60م 

فاحسيو دا خل الكرة الحو فاءالتتجانسة لا يخضع لقوةجاذبة ناتمة عن هذه لكرة 
37 ا قوة جذب كرة سميكة جوفاء لجسيم غارجها او _داخلها : 

اذا كانت الكرة الحوفاء سميكة وكان نصفا قطريها الداخلي والخارجي 
هما ,13و .8 بالترتيب فان لفون على قوة حذب هذه الكرة الاحانسة 
تم بأن نأخذ أولٌ القوة 8ك الناتهة عن قشرة كروية نصف قطرها ) 
وسمكبا 411 وتكامل بين 1 - 13 و 1 د ع 3 أننا نمتمد على نتيحتي 
الفقرتين السابقتين . ان القوة الناتجة عن القشرة الكروية المذكورة هى: 
9 0 شالف كك الل السك وردد رن 


5-56 هي الكثافة الحجمية وحيث 0/8 ا 0 
انظار الكل (5). هذه القوة تور ع الحسيم الوشوع خا 63 الكرة 


: ونحصل التكامل على القوة‎ . ) 8, > ١( 


وال سه تار 0 لنحد 
ِ 0 الاك الج سة ىن آ 2 
5 1 0 دحا ع1 مت 2 1 
ليذ : لع 
سو 3 )2 
5 207 3 6 
رن 1 2 
2 
)20 0>يه ع > اي و 


ونجد هنا أيضا أن قوة جذب الكرة لمسيم خارجها نساوي قوة جذب 
كثلة هذه الكرة فيا لو وضمت كلها في مركزها . 

أما اذا وقم الحسيم داخل هذه الكرة السديكة أي (0 <,8 ) فليس 
من الصعب أن نرى أن القوة الناتهة عن هذه الكرة معدومة لأن كل قشرة 
كروبة لا تؤثر على الحسيم الذي تمحتوته في داخلها . والتكامل لا ينير هذه 
الحقيقة أي أن : 


)030 ط< يخا و 0 دم 1 
وأخيراً » اذا وقم الحسيم لك السميكة ) 1 <٠<ياا)‏ 
017 1 57 . 3 3 5 جك ع 2 
فاك الجسم لا مخضع لحذن من قل الحزء لحار جي من الكرة بالنسة لهذا 
الحسم أي من أجل <1! ولذاك فاث ااتكامل الذي يعطى القوة الكلية 
عند بين ,)1 ع)) و اراك 1 . اذا : 
كال 


11 كال مه 00 6 ا 2 
7 


)031 51 لك / تآ )3 1 50 


لا طن ٠‏ 5 0 


52 
1 
: 
: 
/ 
١ 
١ 
١ 


| 

| 

مع | 
الشكل (6) 


وعثل الشكل (6) تحولات القوة الحاذية عندما ينتقل الحسيم 
مركز الكرة ثم مخرج منها متعداً الى اللانهانة . تتقى القوة معدومة مادام 
الحسم داخل الكر ة الداخلية ( .8 > مط) 1 بعد ذلك متأثرة بعاملين 
هما ازدياد الكتلة يزيد 07 0 البعد (ينقصها) لاحظ الحدن 
مريع البعد . 1 الحد ور 0 بقيمته المطلقة مما يؤدي الى التغير 
المساهد بين ال و ,11 حيث تلغ شدة القوة قيمتها العظمى : 


انان 0 


د ) ساعد لإفريكل 


حين يكوك الحسم في ,ذا . بعد ذلك تعود القوة الى التناقص بالقيمة 
الاطلقة الى أن تنعدم عندما إلصبح الحسيم في اللايانة , 
31 حدقوة ج جذب عر صماء لجسيم خارجها اد داخلها : 


مكننا أن أستاتتح قوة الحذب ف هذه الحالة من اللخالة السابقة الكرة 


6 


للوفاء السميكة . فالمقابلة بين الحالتين 
تين أن © > ,8 في الحالة الحديدة . 
ولدينا عندئذ حالتاث فقط : في الأول 
يكوك 8 > (وفي الثانية 8 << م » 
حيث ,8 - 8 هوانصف قطر الدكرة 
اماه . ولط بد اليم عن مركز 
الكرة . فني الحلة الأول » نستنتج 
من تطبيق المعادلة ( 31 ) أن : 


0 7 لط مدع 4م_ يعم 
او: 8>ط ٠.‏ عا دهم ]1 

جِ 
032 عا طمصج ُ 00 


.وم حالة جسيم داخل الكرة . أما في حلة وقوع المسم خارج الكرة 
فيقودنا تطبيق الملاقة (29 ) الى العبارة : 
(33) 8ط ؟ كبك هدم 

تدل الملاقة (32) على أن قوة الحاذبية داخل الكرة تتناسب طرداً 
مع بعد الحسم عن م الكرة . ؤلذلك فاك القوة 7 تتحول ول خطياً 
بين الركز والسطح » م يثل الشكل (8 ). أماخارج الكرة فاك القوة 


81 - قوة جذنب حلقة دائرية منتظمة لجسيم على محورها : * 
لنعتبر حلقة ماديه دائرية نصف قطرها 8 وكثاتها الحطية ى كالتي عثلبا 


الكل (9) . ان القوة * ف الناتمة عن عنصر خطي ©8046 > الى والتي 
تجذب جسيماً واقنا على حور الملقة هي : 


2 
(34) ةا و اباد مل 


ولا كانت القوة الحاذبة الكلية 8 ممولة على محور الحلقة بسبب تناظر 
نك ١‏ الللنة. ,اقلا بنيمنا "الا الركيةة عل هذا الهو لقو 108 


فالاسقاط عليه ومكاملة مسقط # 4 نحد: 


”ةا ل 


5 062 سي 1 1 
1 5 
6 


7 مزه ناشت لمع 
تحت 


5 
طظطه. هن د 
(36) و/ة (إثطس 82) 


معرفة عت تتحول قوة الحذن هذه حول البعد طٌُ يلاحظ أن مشاقى 
القيمة البرية لاقوة هو : 
)07 8 َّ) خالل + 2ط)ءط3 -م/ الاي 0 ) إللاسة)- دام 

أما المستق الثاني فهو : 
(28) )م راق - 2188 ) للق عالج عط ) طلز لاسن )د ”بر 

يتعدم الشتق الأول عندما ذ” | حرا حيث تبلغ " قيعتها الديا 
( تعتا المظمى المطلقة ) + كم بين الكل (10) . أما العتق الثاني 
هَ 3/ 7 : ا تا 77 
فيهدم عندما 0ن ا و تس دا ويكودموجامن أحل وال م 
دالا على أن " يتقمر منحنيا نحو الاطل . م أن المشتق الثاني يكوث سالياً 


1 


ع 


من أحل | م << رطا أي أن منحني © يتحدب نحو الاعلى م 


يتضح في الكل (10) . وتتحدر القوة نمو الصفر عندما يتعد الحسم نحو 
اللانيانة , 


ا قد 


5 الم اع 8 0 
2 يب مج لدعي داقن 

1 ١ 0 

الل 0022 10م ْ 

مدع-0 


الشكل (10) 


1 - قوة خنتب. قرص دائري تجانس لجسيم على محوره : 
نستخلص هذه إللالة من سابقتها » حالة الحلقة » وذلك بأخذ حلقة 
عتصربة من القر ص نسف قطرهاع وعرضها 4 اف © 39 سن الشكل (11). 
القوة الناهحمة عن هذه الحلقة جمولة على تحور التناظر وتساوي . 


00 ع‎ 0 046( 5 ١ 
دهم‎ 09) 


وتكامل العيارة (39) إن معدماو 1[ ع نون ند ٠.‏ 


5 
ساح اق 


8ع م 
3 000 0 
٠ )40(‏ ع يسيب ]0 .2+0 - دم 
ن عد و 
5-5 ر - راازتت 6 جح 
الل ا ةر 


وبدراسة 1 ومشتقاتها نحد أنها تتحول م بين الشكل (12). وتكون 
النحو المبين : 


)12١ الشكل‎ 


07 لك 


الفص/كاس 
حركة الجسيم المثحون في حفل كهرطيسي 


حركة جسيم مشحون في حقل كهربائي 

حرءة جسيم مشدون في <فل مغناطيسي منتظم 

مطياف الطاقة ومطياف الكتلة 

المسرعات الرحوية 

حركة جسيم مشحون نحت تآثير حقلين كهربائي ومغناطيسي 


-لآا؟ - 


إن القوانين الني :مين الحقول الكبربائية والغناطيشية الناتة عن 
توزعات ختلفة للشحنات الكبربائية والتيارات الكبربائئة هى من موضوعات 
النظرية الكبرطيسية . أما حركة الحسيات المتحونة تحت تأثير قوى كبر بائية 

حو 

لتكن و و م شحنة وشعاع موضم جسيم متحرك في حقل كبربائي 
ِ_- 
8 . من الممروف أن هذا الحسيم يخضع لقوة كبربائية ( قوة ناشئة عن 
الحقل الكبربائي ) معطاة بالعلاقة : 

+ 3 
)1 48 حدى5 
0ك 
حيث يتبع الحقل 8 بصورة عامة لفوضم والزمن . 
٠.‏ ع 

واذا وق الجسيم في حقل مغناطيسي تحر يضه 11 ( تابع للموضع والزمن بصورة 

عامة ) فانه ضع عندئذ لتأثير قوة مغناطيسية ( ناشئة عن الحقل المغناطيسي ) 


تعطى بالعلاقة : 


جه جح ع 
2( 11 يمان عه | 
ف 
حيث + سرعة الحسيم . وقد كتبنا العلاقتين الاخيرتين في الخجلة المملية 


54م . 
فاذا اعتبرة الجسم المشحون واقماً نحت تأقفير حقلين حكبر بائي 
ومنناطسي » بالاضانة الى حقل الحاذبية الارضيةءفان القوة الكلية التى 


كف 


جد جاجد ِ ىِ 3 3-3 ) 
(3) عم + تاإرعو +5 و ع 1 لم5 + .7 ع "1 
حيث م هو تسارع الحاذبية الأرضية . في كثير من الاحيان يكون 
الحسم خاضماً لبعض هذه القوى فقط أو تكون بمضها صغيرة مهملة الى 
جاب الاخرى . وسندرس هنا بمعض الجالات الخاصة لاهمية تتاتحبا 
وطرق معالحتها . 
1 حركة جسيم مشحون في حقل كهربائي : 
سبق أن ذكرنا ان الحقل الكبربائي الذي مخضع له الجسم هو تاببع 
للزمن ولوشع الحسيم بسورة عامة . فدراسة حركة الحسيم تتطلب 
ان تأخذ اشكلاً عديدة » وذلك حسب نوعية السبب اللؤدي الى وجوده » 
فلس يامكاننا ان نتعرض شيع افواع ال حقول الممكنة وان نتناول در أسة 
حركة الحسيم فنها » ونكتتي لذلك ا التالية . اذا كان الحقل منتظماً 
قارف حركة الحسيم المشحوث فيه شيبة ماما بدراسة حركة 
القذائف . واما اذا كان الحقل مركزياً انطقت عليه اللراسة التي 
اتبنا علمها خلال الفصل الثالكث . ولس من الضروري عندئذ أن نعيد ما قيل 
من قبل . 
1 - حركة ِ : . نْ ف حقل فناطب مغل .0 
نختار جملة الحاور الاحدائية هنا حيث يكوك محورها جه موازيا لاحقل 
35 
الغناطسي ]8 » ونهمل تأثير حقل الحاذبية الارضية للتتسيط . نستطيع 
الآن احاد معادلات حركة الحسيم منطلقين من قانوكت نيوتن الثاني » آخذن 
بين الاعتبار إن القوة المؤثرة على الحسيم 2 المعطاة بالعلافة )2( وص 
متدامدة مع احور 02ء. كبرب اذ : 


جو )- اس 3 0 


04 | لم بوص مان سكام 


دا..( ا 


باسقاط هذه الملاقة على الحاور الاحدائية نحصل على المعادلات 
التفاضلية لاحركة : 


20 “نون - ثير "اتروع "سر 
(5) 0ح 'عان بار "ع لود د ”رم 
0 ح ”ع 0 حع ”هاس 


حيث 1/5و ع س . 

تين العلاقة الاخيرة من (5) ان حركة مسقط المسيم على احور ته 
) الوازي لاحقل المنناطيبي ) هي حركة منتظمة سرعتها ١.‏ ثاتة تعين 
من شروط البدء ٠.‏ لاقام دراسة المركة يكى ان تدرس حركة 
المسقط على المستوى بده . نضرب الملاقتين الاوليين من (5) بلح ار 
على الترتيب ثم جمعها نحد : 
)6 0 جح "رار 335 4 د 

وتعطى مكاملة هذه العلاقة : 

1 5 اج 7 +4 * 

7( 016 2 3 4ن 3 

اي ان السرعة الخطية لسقط الحسيم على المستوى تربره ثابتة الطويلة ٠‏ 
واذا ربعنا العلاقتين المذكورتين من (53) وجمعنا الناتج اوجدنا أن : 


)8( وى" مح يو نوع "+ "ير 
اي ان تسارع السقط ثبت الطويلة ايضاً . واخيراً » اذا كاملنا 
الملاقتين مرة واحدة وحدنا: 
0 بان اع أو او 0 لا لان ص نيم 
وباغشنار ماسب لفروظ البنذة مكن صل بتي النتكامن ,6 0.4 
معدومين . وعندئذ وبتربيع وجمع هاتين الملاقتين نحد: 


2-1 


(9 


ونلاحظ الآن من الملاقات (7) » (8) » (9) أن مسقط المسم 
على المستوى 029 برسم دائرة بسرعة خطية ثابتة وتسارع مركزي ثبت 
الطويلة . فالحركة هذه هي إذا دائرية منتظمة . 


الشكل ( 1 ) 


والآن وباإعتبار حركيي المسقطين على احور بره والمستوى بره بنفس 
الوقت بين لنا أن الجسيم يتحرك كا في الشكل (1) » على لول اسعلواني 
ثابت الخطوة ؛ ونصف قطر أسطواتته حسب الملاقة الاخيرة هو : 


]ءا ب 


(10) الو | نسح ه ١‏ عابي 

فاذا كانت مركبة السرعة + على الحور مه الموازي لاحقل المنناطيسي 
معدومة في لظة البدء كانت حركة الحسيم دائرية في المستوى برده» او 
في مستو يوازبه » وذلك حسب شروط السدء . وعندئذ تكوتف 
١ح‏ وج و حرم وتأخذ الملاقة الأخيرة الشكل : 

(11) ألو | م > لو | + مع | ع م 
حيث 2 هو الاندفاع الحملي لاعحسيم 5 

هذه الملاقة المهمة تربط بين الحقل وسرعة المسيم وكتلته وشحنته 
ونصف قطر مساره 'الدائري . ولمذه العلاقة أهمية كبري في المالات المملية 
التجريية لافيزياء . ونين فها يلي كيف نستعمل هذه الملاقة في تطبيقين هامين. 
111 - مطياف الطاقة ومعطياف الكتل : 

ليكن 5 مما لسيات مشيحونة » كالشوارد.الفازية اللوجة » 
أو جزئيات بتا ذات الشحنات السالبة » موضوعاً في بوتقة رصاسية 0 ذات 
فوهة ضيقة » كم دين الشكل (2 ) . أن المنمر المشع 5 يطلق بنفس 
الوقت جسبات ببنا ( مثلا ) ذات كتل متساوبة وطاقسات حركية مختلفة 
أي سرع علننة ) 
تتدرج من الصفر حتى 
قيمة عظمى . ونود الآن 
استمال الفكرة التي 
توصلنا إلمها في الدراسة 
السابقة امرفة كيفية 
توزع هذه الحسيمات 
المشحونة حسبطاقتها . 
وبسارة أخرى إذا كان 
800 السبد. النبي التل (2 ) 


ا 


لاحسيمات ذات السرعة + » فاننا رغب في معرفة تنيرات 21 بدلالة ,0. 
يتين من الشكل (2) ان جدران اللوتفة تمنص جيع المسيمات الي 
تسطدم بهاولا تسمح الرور إلا احسيمات ذات السرع المتحبة باتجام بوه 
تقرياً . فاذا طقنا الآ حقلاً مغناطيسيا منتظماً متعامدا مع المستوى رده 
فان المسيمات الشحونة عندئذ تتحرك على مسارات دائرية بالسرعة 
ابي خرحت بها من الفوهة 0 . وتختلف أنصاف أقطار هذه الدوائر 
باختلاف سرعتها » فاذا وضمنا على طول الحور هو صفيحة حساسة احسيات 
( كفيلم تصوير مثلاً ) فا مقدار تأر الصفيحة في مكان ما يتناسب مع 
عدد الحسيمات التي سقطت على الصفيحة في ذلك المكان . بقياس القوة 
النسبية للأثر السفيحة نحصل على التوزع النسي لاجسيمات بدلالة أقطار 
مساراتها ( أو انصاف اقطارها ) التي ترتبط «السرعة وفق الملاقة (11). 
فالقوة النسبية تأي الصفيحة حي تمبير غير مباشر لتوزع الحسيمات حسب 
سرعها وبالتالي حسب طاأقاتها الحركية . ويسمى هذا الحباز بمطياف الطاقة . 

نلاحظ من الملاقة (11 ) أنه أمكاننا دراسة توزع الحسيمات النسبي 
حسب كتلها ( فيا لو كانت مختلفة الكتل ومتساوبة السرع ). ويمكن في 
في هذه الحالة تسمية الحباز بمطياف الكتل . وتحدر بالذكر أنه يمكن 
الاستعاضة عن الصفيحة الحساسة بكاشف للجسيمات المشحونة ( كأنوب 
غايغر مثلها ) يمكن أن ينزلق على المحور ,ده . وني هذه الحالة نستعمله 
في مواضع مختلفة على هذا الحور ولفترات متساوية في يع المواضم » 
فيعد لنا العدد النسي للحسيمات . كم مجدر بنا أيضأ أن نلاحظ أن 
الحسيمات تنحرف نحو السار وتسقط على المزء الأيس من ءه وذلك فيا 
اذا كانت شحناتها موجبة » أي مخالفة لما اعتيرناه فيا أتينا. على ذكره من 
هذه الدراسة . والحالة الحديدة تنطبق على جسيمات آلفا (») الموحبة 
وعلى البروتونات الموججة أيضاً . 


د 1584 جه 


7 - المسرعات الرحوية : 
يمكن الآن أن ننتتقل إى تطبيق آخر للعادلة (11 ) . وفيه تتناول 
مبدأ المسرع الرحوي أو السيكلوترون . وبتألف السيكلوترون من 
صندوقين معدزين ,2و ,2 لكل منها شكل حرف82 كا بين الشلكل 
(3) . نطبق على. الصندوقين حقلا مغناطيسياً !5 منتظما بواسطة مغناطيس 
كبر بائي . 
إن الحقل النناطيسي منتظم في الفراغ الذي يشثله السندوقان وفي 
الفجوة لينها ومعدوم خارج هذا الجال . يطبق فرق كون كبربائي متناوب 
7 بين الصندوقين.ولذلك يكون الحقل الكبربائي بين .8 و و8 متناوباً 
أيضا وله نفس ؤائر فرق الكمون 7 . أما الحقل الكبربائي داخل كل 
من الصندوقين فهو ممدوم تقريبا لاعتبار الصندوقين مفلقين تمرياً 
( باستثناء الفتحتين التقابلتين ) . 


ليكن 4 منيماً لحسيمات مشحونة ولنتتبع مسار أحد هذه الحسيات. 
فلها كان الحسيم خاضما للحقل المغناطيسي 1] فانه يتحرك على دائرة نصمف 
قطرها تمعطى بالعلاقة ( 11 ). ولولا وجود الحقل الكبربائي بين الصندوقين 
:2 »يوط لكانت جركة المسيم منتظمة على دائزة ذات قطر ثبت . إلا 
أنه عملياً لا يستمر بهذا الشكل . فعندما يصل الحسيم الى الموضع ,4 يكون 
المندوق ,8 موجباً و ,2 سالا وبالتالي فالحقل بينها يتجه من و8 إلى .22, 
ولذلك فهو يتسارع اثناء مروره بين الصندوقين فتزداد سرعته وبالتالي 
يزداد نصف قطر مساره » انظر المعادلة (11) . قاذا وصل الحسيم إلى 
الوضع وه يكوت الحقل الك كبر بائي قد تغير بين الصندوقين بحيث بصبح 
متحباً من ,2 إلى و2 وكذلك القوة المؤثرة على الحسيم تتجه بنفس الاتجاه 
وبالتالي فانف الحسيع يتسارع من جديد لدى مروره بين الصندوقين . 
وعندئذ يدخل الصندوق الثاني بسرعة أكير. ولذلك فاته يرم 
في الصندوق ,2 نصف دائرة أ كير من تلك التي رسمبا في الصندوق ,2 ٠‏ 
وعندما يصل الموضع و4 ينقلب اتاهء الحقل من حديد فيعاود المسيم 
الكرة ة من جديد فيتسارع ويرسم نصف دائرة أكبر وهكذا .. 0 
مرة بير الحسيم بين الصندوقين تزداد سرعته ويكير نصف قطر مساره . فبو 
اذا برسم مساراً اولبيا تقريساً . وبعد عدد كير من الدورات يصبح 
نصفا قطر المسار أحكبر من نصف قطر الصندوقف ويضطر ا حسم 
عندئذ الى مغادرة الصندوق من فتحة 8 صممت لمذا الغرض . فاذا 
ما خرج الحسيم من 8 أصبح حلا غير خاضع للحقل المنناطيسي وبالتالي 
.يتابع مسيرته وفق خط مستقيم » بمد أن تكون سرعته قد ازدادت بمد 
دورانه داخل السيكلوترون ٠‏ فالسيكلوترون اذا يسرع الحسيات المشحونة 
على النحو السا 

بي الآن ان نلاحظ وجوب تواقت تناو الحقل الكبر بائي مع وصول 

جات 


م" 


الحسيم الى وه » وه » ,ف .... ويميل الينا لأول ولة ان الفترات 
الزمنية التي يستثرقها الحسيع دمن هذه الرائ هي فترات غير متساوبة مما 
يجمل تواقت الحقل الكبربائي امرا شاقاً . ولكن هذا خلاف الواقع 
لأن السرعة الزاوبة للجسيم هي : 

(12) صس/ اللو ع و/+ ع نس 
وهي آتة لأن وء ك8 » ص ثابتة كنبا : فازمن اللازم لقطم 
المسافة بين اي موضعين متتاليين يذ )؛ وه مثلاً ثابت ويساوي نصف الدور . 
2 
2 
ولذلك فاك فترات تناوب فرق الكون ٠7‏ » وبالتالي الحقل الكبر بائى » 
متساوبةٍ . ولهذا فان هذا التناوب يتم بشكل بسيط لا صعوبة فيه . 
0 حركة جسيم مشحون تحت تاثر_حقين كهربائي ومفناطيسي : 

ليكن الحسيم خاضماً لتأثير حقلين منتظمين الاول مغناطسي والثاني 
كبر بائي , و لنختر جلة الاحدائيات نحيث يكون الحقل المغناطسي موازياً 
للمحور ده والحقل الكبر بائمي موازياً لفستوى ره كا يبين الشكل(4).اي : 


١‏ جح - جااى 
(14) عل ره + زرظ حت و عا قاع ام 


باتباع طريقة الفقرة السابقة نفسها نجد ان معادلات الخركة هي 


ا 


)13( 8 / مدع ه/ »ع س2 / «2 - 


)15 11و ده “عدر 

(16) ركو + 'علو - ك "رس 

زؤاف وظ و ع ”صر 
بقسمة هذه المعادلات على 1 تصبسح م 

(18) 0ج الإ عا هبر 

)19 8ح لعن لدثو 

(20) ط دهع 


1.9 د 


)21) ص/ يكلو 2 ط. . س/رظوعهة , ص/للو ع م 


الشكل ( 4 ) 


بكاملة الملاقة (90) مرتين متتاليتين وتطبيق شروط البدء نهد ان 
حركة مسقط الحسيم على ته متسارعة باتتظام حيث د ى موضع المسقط 
بالملاقة : 

)222 2ع ل ل )رم لا ره عد 2 

اما حل المادلتين (18) » (19) فيعطى حركة المسقط على المستوى 
وده . وللحل نشتق الأولى منها ونموض في اللاية وي الثانية ونعوض 


في الأول فتحد : 
(2)23 * وح بايرتن سل داقع 
)24 - بوحاك + اه 


اةم.١1‏ ل 


وحل هاتين المادلتين بالنسة ل 'ر و “« يعطي : 
)225 دن/8 + ,8 عد عن ) دم عة -< اع 
(26) (,6 5 6 و6 ية - ار 


فاذا كاملناه| حصلنا على معادلتي الحركة الحبريتين : 


#* 
| 


27 0 + ع(س/ ه) +(,6 + 6 اه ُ 


! 


4 
)28 © + ( ,© جعه) مه ل 1 


حيث ,ف » رخ ء .9 2٠‏ ,6غ ,0 و ,0 جموعة ثوابت يجب تسيتها . 
واملنا نلاحظ هنا بمض الصعوبة في تنيينبا من شروط البده وهي 
1 ب واور وا,“* و إر. وهذه الشروط كافية لتسين أربمة 
بت فتقط » وعلينا ان نفتش عن علاقتين بين بين الثوابت الستة حتى 
0 شكل ام . ان (27) و (98)م حلا المعادلتين 
(23)و(24) من المرتية الثاقة ولذا فان هناك ثلاثة ثوابت تكامل 
لكل مني . ولقد تتحت معادلتا المرتية الثالثة من اشتقاق معادلتي المرثة الثانية 
للحركة أي من (18) و (19 ). فباتان الجمرعتاث إذن غير متكافتتين . 
والملان (27) و (28) غير مقبولين الا إذا حققا المعادلتين الأصليتين . 
لذلك نموض من المعادلتين (الاصليتين) (27) و (28) في المعادلتين (18) و (19) 
اللنتين بحب أن تتحققا دوماً . فاذا قنا بهذا التعويض وقسمنا إحدى 
المعادلتين الناتمنين على الأخرى تتحت لدينا العلاقتان : 
(29) اع وعدم 


030 ذ © بيغس) مامه - ع ر © لط أن ) عم 
1 ا 


لاجد 


21 2 
(31) © - © 35 حو +6دي + 6د 0ه 
و بصبسح الحلان .وير بالشكل : 


)32 ا ) لاع - + ر6+ م0 مأو زه ) - 2 
(33) 0 عو (© +عنس) ووم (ه (ه/4) - 0 


حيث في هاتين 0 اريمة ثوابت فقط هي خ )2 2)6 ,0 )2 ,0 

لعرفة شكل اسار في 55 مده .تقول إنه لو كانت ناح ب فا 
260و وعندكئذ تصبح الحركة منتظمة على دائرة مركزها ( , 0 ١‏ 57 
قطرها 0 . وهذه المالة مشامبة للا ورد ف الدراسة السابقة 4 اي ف 
حالة حقل مغناطسي فقط . 


اذن فتأثير مركبة اممقل ,8 يتمثل بالحد ‏ ( م |و)في الممادلة ( 32 )الذي 
يصضيف إى حر حكة اسقط حركة اسحاية منتظلمة باصاه احور .ه 5 


والشكل ) 5) عثل شكل المسار ف المستوى كت قبحة وظء 


ولس من الصعب أن زى من المعادلتين (32) 2 (33) ان المسقط 
على وه يتحرك على دائرة نصف قظرها ,/ 4 سرعة تساوي م في حين 
تنسحب هذه الذائرة باتجام .ه بسرعة تساوي ن/ه . 

فاذا اعتبرنا أقرب مواضع المسقط من المحور «ه . كالنقطة ا مثلة 
فا من السبولة يمان أن رى أن للنقطة (1 سرعتين متعا كستين بالاتجاء 
الأول هي السرعة 8 الناتجة عن الدوران على الدائرة وتتجه نمو اليسار 


.ااه 


ميد 4580م 
0 0 
مه <ه:(١1)‏ 
ا ْ 
ه21 0 م 
0 0 
سرة دة:( 2 ) 
لا 
س/ة 9 4 
«* 0 
له/2 > ه:(3) 
الشكل (5) 


من هذا الموضع والثانية ص السرعة الانسحابية 1ك د ره الماعنبة 


نحو اليمين ٠‏ ونستطيمع أن غيز بين الحالات التالية : 


أولاً : إذا كك «./ه < ه كان للنقطة 2 ( المسقط ) حركة احمية 


والمسار هو من التمط )١(‏ من الشكل (5). 


ثأنياً : وإذا كان مره - - فان النقطة © تكون ساكنة في هذا 


ا موضع ولأسمار ذروة عندئد وهي من |اتمط (2). 


الا : وأخيراً إذا كان ه/ه> ذة نه خصلة سر « ذو اليمس في 


هذه الحالة والمسار من النمط (3) . 


كه 


الفص السياس 


الجمل اللاعطالية 


الجملة اللاعطالية 

الجمل الدوارة 

فاعل الاشتقاق الاول 

المستق الثاني لشعاع في الجملتين المتحركة والثابتة 
فاعل الاشتفاق الثاني 

السرعة والتسارع 

الجمل المتحركة بصورة عامة 

حركة نقطة هادية حول الارض 

نواس فوكو 


1١9 


الجملة اللاعطالية : 
عرفنا فها سبق الجملة المطالية بانها تلك التي تتحرك حركة مستقيمة 
منتظمة النسبة للفراغ . أما اجملة الني لا تحقق هذا الشرط فبي جماة 
لاعطالية كاخخل ذات السرعة المتفيرة أو الل التى يرافق حركتها دوران. 
فاذا اعتبرنا حملة متاسكة مع الأرض كانت هذه الجلة لاعطالية لأ الأرض 
نفسبا تدور في الفضاء . ولقد رأينا سابقاً أن المادىء الأساسية لليكانيك, 
وهي قوانين نيوتن » لا تصح إلا في الل العطالية . ولذلك فان استمال 
هذه القوانين في حمل لا عطالية كالأرض يقودنا إلى تتائج خاطئة . وإذا كنا 
نفمل ذلك في بعض الأحيان تكون التائج عندئذ تفريية . وسترى 
في هذا الفصل كيف تتم دراسة حركة الأجسام في مثل هذه الجل 
اللاعطالية والتأتيرات الناتجة عن حركة الخلة .اللاعطالية . 
لتكن اخلة الثابتة في الفراغ 072 ولتكن موده جلة تدور بالنسبة 
للجملة الثابتة . لنعتبر الشعاع المتغير : ش 
00 عاية + زية + درق د م 
حيث المركبات ,ه » ..,ه ».4 محمولة على المحاور المتحركة وتابمة 


168ؤأامه 


ازمن . إن مشتق الشماع 4 » بالنسبة ازمن » في الججلة المتحركة 


( الدوارة ) يلي بللاقة 


جا 
< وفل < يفل , ” دذل ان 
2( 1 01 + [ب” +1 ين 3ت هو| عو 


الشكل 1/0 )2 /” 

أما بالنسبة للجملة الثابتة 2/اغ2ه فليس الشماع ه وحده هو المتغير 
واشمة الواحدة : » [ ٠‏ ل نفسها أيضا لانها مولة على محاور تدور ( تتغير ) 
بالنسبة لاجملة الاخيرة الثابتة . ولذا فان مشتق الشماع 4 بالنسبة 


بل 


لمذه اخلة هو : 
طف , زك دمقة + يفف + يفل هك 
ا 1ك حي وحنو د ون 6 
+ 3 جِ 


حيث ا لإ الاشتقاق حجري في الحملة الثابتة . 


ولا كانت :و ذو خ أعنة واعنه فاق مد مشتق كل منها هو شماع 


11١1-‏ ب 


35 


١ 0 5‏ 1 01 ) 
واقع في مستوى الشماعين الآخرن . فثلا إن المشتق 7 للشعاع 1 هو شماع 


شان ام : .واتاق يعم في المنتوئ ( 01 )2 لهذا نكن “أن 


)5 عا ره + أنه ديع 
5-8 

)6 0 + ره - لَك 
و 57 01 

(7) زمها + أوة > هن 


وأ اواكد زو ووه ون ع وة لمة نط ماوا سن 
سكن احمادها بسبولة . 


) جح 

وزى بشرب الملاقة ( 5 ) داخلياً ب ز واللاقة (6)ب 1 
أن : 

)9( 81 - -خج.! 


ومن (8) و(9)ترى أن ,وه صر,و . وبنفس ااطريقة رى أن 
يه سدعدية ورم - ديق . وعندئد تصبيح العلاقات (5) ء (6) ©*»(7) 


بالكل التالي : 


)00 عارة + ريه سه جد 


ى) )ِ 
٠ )11(‏ أيه -طوه الك 
5 

ى ب 
(12) ا 1ه ب كلد 


وبعد ذلك يمكن أن نكتب : 
ل 3 ىج 
0 1 ] 1 
1( وقية يرهم - ) ح الدرق ل لد رق ل عد رم 


ىٍ - 4 
(13) عل زيخيهة + رذ ره ) + زر(وفية - رذرة) + 


جا اجا جام جا اجا جد 
ع1 13 ع1 [ 1 
جا اجا -- 5 
(14) خم مع أيه يه رس [|-- | 2ه يوع يو اع 
وك يذ رق وه يذ رذ 
جح 35 جح 35 


ا د د 
6 علوم + رزيس + أون > نس 


8 > ون و ج8- > و0 .ى و8 -ع إن 
واخيراً تصبح العلاقة (4 ) بالشكل : 
(15) ذم سب+ 
يت 5 
ويسمى الماع «, بالسرعة الزاوبة للجملة المتحركة بالنسبة لاحملة الثابتة » 
3 سترى عد قليل « 
]1 - فاعل الاشتقاق الاول : 


نسمي عملية الاشتقاق الممثلة بالرمز حي و بفمل الاشتقاق , الاول 
١5 1 3 5 7 : : 4‏ 3 

6 نسحي الفاعل الذي يعوم بعملية الاشتقاف وهو ١‏ بفاعل الاشتقات » 

الاول ورمز له الرمز ا . وعليه يكون: 


-6ما١‏ ب 


فاعل الاشتقاق الاول في الخلة الثابتة ح ا 5 
فاءل الاشتقاق الاول في الخلة المتحركة س 1 ِ- 10 


والاشتقافق 5 هذه الجالة بالنسة للزمن 5 وعكن: تعميم التعريف من 
أجل اشتقاق بالنسبة لاي متحول آخر . وبحب الا يغيب .عن الذهن ان 
هذه الفواعل لا قبحة معينة لما الا بتطيقهبا 9 مقادير شماعية ٠‏ 
إذا اخذنا التعاريف السابقة بعين الاعتبار امكن كتابة العلاقة (15 ) 
بالشكل الحديد : 
0 جه - + ج ب ِ_ 
(16) 2 لك حرس + غيط ح غ باو م مهل ي©) ح حيط 
وعندئذ يمكن كتابة الملاقة بين فاعلي الاشتقافٌ في الخلتين الثايتة 
والمتحركة على الكل 
017 مه لي( حرط 
شريطة تطميقبا على مقادبر شعاعية ٠‏ هذه الملاقة على غابة من الاهمية 
بالنسبة للاشتقاف من مراتب اعلى كم زى في الفقرة التالية . 
2-137 المشتق الثاني للشعاع في الجملتين المتحركة والثابتة : 
زى بسهولة أن المشتق الثاني اشماع ه في الجلة المتحركة هو : 


355 
00 1 )د - 1 01 14 
ا ا 


0 يفت ولة ل 8 + بقثلا 


(18) ع 1 كن 0 


أما الشتق الثاني في الحلة الثابتة فهو : 


حا 1 1ه 


35 
ع 1 )_- حل 4 0 له 2 
ويمكن الحصول عليه من اشتقاق العلاقة (16) في الخلة الثابتة » أي 
بتطبيق فاعل الاشتقاقك 2 على العلاقة المذكورة . وهذا عطي : 
جب ب+ ج+ 3 
(4 ممه + غيط ),< ع ورطرط 


فباستمال الملاقة ( 18) نحد : 


_ )ٍ جب جح )| 
(ه مهل حيط ) ( م سع اي«)ع :طم 
جا اج جا اجا ِب جا اجا ىب 
(هحره) رمطفيم ممع ( ذاكره)ي(2 لي*8 ع 


جا اجدم جا اجا 3 جا اجا ٍ 
(020)( لذ حره ) حرم فيه مره 2 ل نه رزميه) ليم 
5-5 
وبإخراج 4 رى أن : 


ج جام اجام 3 ىج 3 
(21) 4[ كه رمطيم مه ف عام (ميه ) + ي :مد حيدم 
٠‏ - فاعل الاشتقاق الثاني : 
من الملاقة الأخيرة للمشتق. الثاني نرى أن فاعل الاشتقاق الثاني 
في اجلة الثابتة يعطى بالعلاقة : 


ب 32 


(22) كرت كامس ل ويك م ( سيط ) يا حفر 

للحصول على مشتقات من مرتبة أعلى نطبق فاعل الاشتقاق بالترتيب 
مرأت متتالية حتى نحصل على المرتبة المرغوبة . نحصل مثلاآ على اللشتق 
الثالك بتطبيق الفاعل ( 18 ) على المشتق الثاني المعطى بالعلاقة (21 ) . 
0-137 السرعة والتسارع : 


ٍ ش ب 
تكن “يله تتحرك 5 اجلة المتتحركة 2ه. وليكن ع شعاع بوم 


2 0-2 


هذه النقطة في تلك الجلة . من الواضح أن النقطة م في الخحالة المامة 
تتحرك «النسة لاحملة المطالية 032 . سنمطي الرهز 1 لاجملة الءطالية 
والرمز / لاجملة اللاعطالية . من الواضح أن سرعة النقطة م في الجلة 
اللاعطالية ( الدوارة ) تمطى بالعلاقة : 
3 
+ جم 0 
وان تسارعبا في هذه اللة يععلى بالملاقة :* 
جم 
جا اج م 02 
ده -- كت 


أما السرعة والتسارع في الخلة المطالية فيمكن الحصول عليها مرنف 
الملاقتين ( 16) و ([21) . فالسرعة عندئذ معطاة الملاقة : 
55 


جا اجا حدم )ِ ك4 جام 
225١‏ م رانس ل عبط حمطا در 17 
ج 
8 ان بلس 


حيث نه شماع طويلنه تساوي السرعة الزاوية لاجملة التحركة 
ويتضح ذلك من أن 


3 3 3 


(27) كن 

عثل السرعة اللطية لنقطة ثابتة في اجماة المتحركة وتنطبق في الاحظة 

على التقطة المتحركة م وتتحرك على محيط دائرة نصف قطرها , . انظر 

اقل (2 ) . ونسيها لذلك بسرعة «موشعء النقطة المتحركة في اللحظة 

+ بالنسبة لاجملة العطالية . وتقول « موضع » النقطة م ( وهو ثابت في الخلة 
كلاد 


المتحركة ) تَبيزاً له عن النقطة ط نفسها ( المتحركة في الجلة المتحركة ). 
وأما التسارع ف الجلة المطالية فتحصل عليه من 0 اللي نعطي 


جااج ا جد اجا اجا ) 5 
)28) (تكر دبا م جني تتخر مقس نر( سن 0) + ليد ا حت 
وسنتعرف الآن على الحدود الختلفة ذا التسارع . 
2 


00 (20) ي» 
يسمى 5 5 20 8 0 0 وهو 7 النقطة < 


للتقعلة م وهو 92 في اختلة اللاعمطالية ” : وأما و قم حدود 
الارف الأعن لاعلاقة الأخيرة فيشكل تسارع الجلة اللاعطالية , يه «النسبة 
الي الجلة العطالية : وعكن أن اا الأأخير من تعر يفا حدوده 
الثلاثة 0 الشكل لتالي : 


عت د ع - ود 
(29) ا ره ل ا + على (سره) حت ريه 


احم : 


1 ج جب 
(30) م ( سيط ) ح التسارء الخطى للنقطة الثابتة في اجلة اللاعطالية 
١‏ 2 ين 
واأتي تنطبق في اللحظة » على النقطة المتحركة . 
( التسارع الحطي لموضع المتحرك ) . 


-155 ل 


٠ 200‏ 
(31) (+ لم س) رمح التسارع الحاذب للنقطة الثابتة في اجلة المطالية 
والني تنطيق في اللحظة » على النقطة المتحركة . 
ج ج 
)2 *يظ بم به 9 ع التسارع المتمم ( كوريوليس ) للنقطة الثابتة 
من أخلة العطالية والتي تنطبق في اللحظة ع 
على التقطة المتحركة . 
( تسارع كوربو ليس لوخم اللتحرك ) . 
ومحكن إدرالك هذه التسارعات لدى اعتبار حركة موضع المتحرك 
النسبة للجملة المطالية نفسها . وججيعها نتمة عن دوران الخلة اللاعطالية» 
الأمر الو<يد المسبب لنشوء هذه التسارعات . ولهذا يمكن أن نكتب علاقة” 
التسارع (29) م بلي : 
: + 
(33) 0-0 
حا يشكل مجموع التسارعات الواردة في 80) , (81) , (82) . 
11 - الجمل المنحركة بصورة عامة : 
افترضنا فيا سبق ان اججملة الاعطالية تقوم بحركة دورانية فقط 
بالنسبة للجملة الثايتة ( العطالية ) وان مركز الأولى ينطبق دوم علىمركزالثانية . 


أما في الحالة العامة فان مركز اجلة المتتح ركذلا ينطيق على مركز اللة الثابتة 
بل يتحرك حركة ما . ولذا كان ازاماً علينا اعتبار حركته في الجالة 
العامة . يين الشكل ( 3) جملتين عطالية 02 ولا عطالية #وده ٠‏ ويتعين 

ج) )ِ 
موضع المركز المتحرك ه ني الخلة المطالية بشماع الموضع 06 - 8 وبالتالي 
١‏ 

فحركة المركز المتحرك النسبة للجملة المطالية تتمين بسرعته 2/5 وتسارعه 
٠. 8‏ 

أما موضع التحرك © فيتعين بالشعاع : 


3 ها الجا 
(384) م + 8 د امم 
وبدلك تكون سرعة م وتسارعها في الخلة السطالية بالترتيب : 
جاه - + 
م2 +هم ع زمره ع لا 
هي اها اجا اجا 
الاق لم سط وط قرط ح 


جِ ىج ِ- 35 
م 07+ 8 ,2 ع من إ2 ع به 

ى اجا اجا جا ةا ألم ىج _ 35 

)36 )2 نه ) هه + عور 12 42م (موط)+ 42 + 8 
ونلاحظ بساطة أن الفرق بين السرعتين الممينتين بالملاقتين (26) 

و(35) هو سرعة الركز المتحرك التي تظبر ف العلاقة الاخيرة . وكذلك 

فان الفرق بين التسارعين المينين بالعلاقتين (28) و(36) هو تسارع 

المركز المتحرك الذي يظبر في العلاقة الاخيرة . وأخيرا يمكن كتاية السرعه 

والتسارع في الجلة المطالية بالشكل : 


+ جد اجيم 
7 07د مدان 
جد اجا اها 

(238) رجه + بره ح ره 
جد اجا احا ل 

حيث : م لم هس + قرط ع ورولا 


155 سم 


داج اجا جد 3 + 3 جه 
(39) (ترما)مم+ عرهم مه + ءلم ( سبره ) + 8 أ حدربييه 
في حين ان السرعة والتسارع الظاهريين ( اي في اجلة اللاعطالية ) 


ِ 


2 
لا يزالان يعطباكٌ ب عبيرط و عن22 بالتريب ء 
11 - حركة نقطة مادية حول الارض : 


ان قوانين نيوتن التي هي ا دراسة المكانيك الكلاسيي صحيححة 

في الل العطالية فقط كا أوردنا في حينه » ولا يمكن تطيقها في دراسة 

المركات في جما لاعطالية إلا عن طريق ربط هذه الل اللاعطالية 
حمل عطالية . هذا الربط تؤمنه علاقة مثل الملاقة ( 36 ) التي تربط 
التسارع في جملة لاعطالية بالتسارع في الحملة العطالية . وعلى ذلك تكو 
معادلة الحركة لنقطة مادية تتحرك في جملة محاور لاغطالية كا يلي : 
جم جه 

اللن - ن 


جد لجا اجا جا جا جد ايا )+ + 
(40) هلم مم)م ه جعوه م م2 جم م (مره)+ مط + 8زه] - 


حيث 5 محصلة القوى اللخارجية المؤثرة على الحزيء المتحرك م 
براها أو يقدسبا مراقب موجود في المملة المطالية . وإذا أردنا أن نمزل 
التسارع ف الحملة اللاعطالية اخذت العلاقة الاخيرة الشكل : 


جاجد اليد جد اجا جد اجا و جد اجا 
(4) ممم مح عبر م مصش عم (مره)س- 018 دن طم 


إذا فرضنا أن الشم ستتحرك حركة مستقيمة منتظمة في الفراغ واعتيرنا جملة 
محاور مركزها الشمس وبحيث بيقى كل من محاورها موازياً لنفسه أثناء 
حركة الشمس فان هذه الحملة تشكل عندئذ جملة عطالية . ولا كانت 
حركة الارض مؤلفة من حرحكتين الاولى حول نفسبا ودورها يوم 


- 1568 


واحد والثانية حول الشمس ودورها.364 يوماً تقرياً فان دوران الأرض 
حول الشمس يطيء جداً بالنسية لدورالهعا حول نفسها . وبالتالي يمكننا 
أن نهمل تأثير دوران الارض حول الشحس. وبالاضافة الى ذلك؛واا كان مسار 
الارض حول الشمس قطماً ناقصاً كبيراً » فان القوس الذي تقطمه الارض في 
زمن قصير نسبيا وعدة أيام » يمكن اعتباره مستقيماً بشيء من التقريب . 
كا يمكن أن نعتبر سرعة الارض على مسارها ثبتة خلال تلاك الفترة الزمنية 
القصيرة . ورى لذلك أنه بامكاننا اعتيار حركة الأرض: حول الشمس 
خلال تلك الفترة كحركة مستقيمة منتظمة بالاضافة إلى حركتها الدائزية 
حول نفسها . نستتتج مإ تقدم أنه إذا اعتبرنا جلة الحاور 007 التي 
مركزها مركز الأرض وحاورها توازي دائًاً محاور الثلائية آنفة الذكر 
والتي مركزها مركز الشمس »؛ فاك من الممكن اعتبار هذه المملة 0112 
جلة عطالية بتقريب جيد . انظر التكل (4 ). 


والآن لنفرض أننا ريد دراسة حركة متحرك م بالنسبة لراصد ثابت 
على الارض في التقطة ٠‏ التمينة تقاطم خطي طول وعرض معينين . 
ولندتر الثلاثية السك مع الارض والتي م ركزها موضع الراصده . ومحاورها 

بي بالترتيب مماس خط الءرض وبماش خط الطول والشاقول في ذلك المكان . 
0 لم المملة هي جملة لا عطالية لماسكها مع الارض الدوارة » فحركة م 
بالنسة لمحذه الحملة هي حركة في جملة لا عطالية . ولدراسة هذه المركة 
ربط بين التسارعين في الحملتين المطالية 0127 واللاعطالية #وده م 
فملنا في الفقرة السابقة وتكون عندئذ الحركة معطاة بالمعادلة ( 41 ) .قارث 
الشكلين (3) و(+ 

إذا تأملنا الآن في حركة الارض -ول نفسباء» أي حول الحور 027 » 
وجدنا أن دورانها منتظم ما يجمل سرعتها الزاوبة ثبتة . أو بتمبير آخر 
رق الجاع لوراك ٠‏ غبت ورانال :م 


نا - 


١ )42(‏ 6 ع ن برلآ1 


جا اج جب ج 
(43) قل م) كمس - 8ط 


ما أنه يمكننا أن نكنب القوة 5 على اللشكل : 


هج 


ج 
ر44) + م 


شك -2 14 
0 


30 5 ب 
حيث دمو 38 هما كتلتا المتحرك والآرض بالترتيب و م شماع موضم 


التحرك بالنسبة ل 0832 و ج ثبت التجاذب المالي و 70 أية قوى 
أخرى غير قوة التحاذب . وعندئذ تأخذ ممادلة الحركة (40) الشكل الجديد 


ةن 0 


جا اجا جم اجا جد جا اجا جا هاا جا جم 
42 


جا ابي ج ها جا العا جا د ورع 
(47) رن" لل عوط رس 2 - إزع + 15 مرس]مه ساو سد اد 


ا 
: الشعاع : 
قت 3 جا جا اجاجا جد هوع دج 
(48) [+ غم مامه دوجي - د و 
بشعاع تسارع الحاذبية . ونكتب الملاقة ( 47 ) على الشكل التالي : 
جه 0 سه ا اق 
(49) سر" +( م مه)2-ع حك 


حيث جميع الاشتقاقات تؤخذ في الخلة اللاعطالية عرره . 

ان الملاقة ( 49 ) هي المادلة العامة لاحركة التي تأخذ جميع القوى 
ره على المتحرك بدين الاعتبار . هذا وان التسارع الجاذني م بتغير 
تنيراً طفيفاً بقيمته الطلقة من مكان إلى آخر على سطح الأرض . ولذلك 
سنعتير طويلته ثابتة . 

وسنشتق فيا يلي المعادلات التحليلية للحركة . 


جه 3 ل 8 
إذا كانت 1 و[ و أشمة الواحدة على محاور 0112 © 
اه و 8 71 5 5 
و [ و ط أشمة الواحدة على محاور الثلاثية رده فاك من السبل 
أن ترى أن : 
جد اجا جد 3-8 
عا( ط. ع) + ز١(‏ 


555 
000) ع[ 2 قم +1 1 وزو جح 


1 


حيث 1 هي الزاوية الحصورة بين محور الآأرض 02 والشعاع و0 الحدد 
اركز اخملة اللاعطالية . ونكتب : 
5 ٍِ 


3 ب 
10) ع[ م قمء نا د 411 مذو دن نات الزن عد ن 


2 


و 
ا اه جو 35 


2) : علا + زاوا + 0 
) 

0 1 يك م 03 

(3) عااع + ؤز"”يو + زع - ج- 


وبالتعويض من الملاقات الثلاث الاخيرة في المعادلة (49) ثم بالاسقاط 
على الحاور اللاعطالية «ه و توه و ده نحد الملاقات التحليلية الحركة أي : 


(54) صم/ ب" + بير( ومن نس 2 )ع ”م 
(55) ص/ ," +20 (1 هذه س2 ) - بي (لوموعو س2 ) سح مو 
(56) صل" + اير (مّصرو نه 2 ) خ+ام لح "تع 


حيث 76 و ,7.97 هي مركبات القوة 50 على الخاور <ه و نوه و 2ه 
على الترتيب . تلك هي الممادلات التحليلية لحركة متحرك النسبة لاجملة 
اللاعطالية رده المتاسكة مع الأرض والتي مركزها الراصده على خط 
عرض © يمطى ب 1‏ 2 > © . وحل هذه المادلات يتملق شروط البده 
ويؤدي الى معرفة المرحكة معرفة ثامة . وفيا بلي تطبيق مبم . 
1 نواس فوكو : 

سنطيق ممادلات الحركة التحليلية (54)- (56) على دراسة فواس 


فوكو ( عغافهونه ) وهو فواس سيط مؤلف من كثتلة ب« معلقة 
مخيط دقيق مهمل الكتلة طوله 1 »م مبين بالشكل (5) 4 وبيتز حول وضم 
توازنه الشاقولٍ بسمات صغيرة . لد لاحظ فوكو عام 1851 أن مستوى 
نوساكث نواسه يتفير مع الزمن وبرهن من خلال دراسة حركة نواسه على 
دوران الأرض حول نفسها . 


لتكن ٠‏ نقطة على سطح الأرض ولتكن + الزاوية التممة ازاوية المورض 
للوضع ٠‏ ولنكن كذلك النقطة 4 الثابتة نقطة تعليق النواس الذي طوله 
1 لنختر الثلاثية اللاعطالية 0 نحيث تكون 4 على الثاقوللٍ 2 وعلى 
بد 1ح 04 . ولنفرض أن النواس ينوس في لمظة ما » في مستو شاقولي 
مار من ده . أن القوة التي تخضع لما كتلة التواس م« مؤلفة من مركبتين 
الاولى ثقلبا مم المتجبة نحو الأسفل والثانية قوة الشد *7 الحمولة على خيط 
النواس التجبة من « الى ه . بمحكن كتابة هذه القوة الأخيرة 
بالشنكل : 1 
جد اجا جا جداى جد جاها جح 
ع زعا 8 1 


ا 
لعل ) + ز(ؤ8؟) +1(1. 78 ) 


ج 3 جد 
1 (برهمء 1 ) + ز(م همع ؟ ) + ز ( مومع 5 ) 


جد جه 


(57) ع لبت م لز لش م 1 لك 8 الاب 


جا اجا جا 
حيث 1 و زو ا هي أشمةواحدةالحاور «مرره , #موحيث ‏ ,م , بر 


هي الزوايا البي يصنعبا النواس ممم 06 هذه الحاور الثلاثة وذلك على 
الترتيب . 

من السبل جد أن نزى ان معادلات الحركة العامة  )54(‏ (56) 
تأخذ من أجل هذا النواس الشكل التالي 


رن 3 


)58) لك هارن ووه ا 
1[ 22 


(59) لك كب ب 1 منوس 2 ) بع لوس 2) س ع مر 


)260 لحل دي بر رام قاع ” 


ونا كانت مفغة النواس صغيرة وطول النواس كيرا فان من المكن 
ان نعتير الكتلة مم تهتز في المستوى الافقي بره المقابل ٠‏ ع ويكوث 
عندئذ 60 عع *“ج و وصدأج تقرياً . ولدى التعويض في امعادلات الاخيرة 
فاننا نحصل على العلاقات التالية : . 

)6( هزه الإ ص 2 ع نوم ع 1 


(62) نوم برو و عنتمم , 86 ب د 

 )4(‏ الوص سس 2 8ك نشث ربلة ‏ د مر 

وترى بوضوح أن هذه المعادلات غير خطية لاحتواء الطرفين الاممنين 
من الممادلتين الاخيرتين على /ر و “ري . إلا أن هذين المدن صنيران 
مقارتها مع 'ير و '* ولذلك يمكن اممالما بتقريب جيد . وتصبح معادانا 
المركة على النحو التالي : 


)64 2 الرس 2 + لح سدم 
(65) 08 اس 2 سم 14 سس مو 


نرف الآن القدار المقدي ‏ والثابتين ه و ط كا بلي : 
(66) 10 + 5< دنا 
67 1 608 ن ع 


(68) ا7ع7 د طم 


- 1١" 


ونجمع العلاقتين (64) و(65) بد صرب طرفي الاخيرة ب 1 
فتحد : 

(69) م21 - دن 52 ع 0لا 

حل هذه المادلة التفاضلية ذات الأمثال الثابتة بمطى سهولة 

علط - 1)8 - ]مع (,10+ 04 ) 2د ن 

)70 [ء(طب 1)8- ]معه(يط + ص« )+ 


3 


حيتت كو د (و)معم. 
وإذا فرضنا أنه في لحظة الدء مدع كن 60 >-ع و 0 > “كرتم 
مع بروه ح 'ثر وطيقنا شروط البدء هذه آخذين سين الاعشار ان 
ه صنيرة جد بالنسة ل ط وحدنا : 


وثا- ع لآ 
060 ع ين 
6 ع رم 


ويصبح الحل الذي تثله العلاقة (70) بالشكل : 
[*( ط بع)صة + ع (ط- )هه ]) 2 دن 
1 ذ[غ رط+ هو)وموء ب ع+(ط -ه8)موعه ]120 + 


وبفصل القادير الحقيقية عن التخيلية نحد: 


202 +رط + 8ق) صن 0 1 + ع رط ح و) سك 0 2 دع 
(73) +رط ب6) ومء 0 2 + ع(ط-8)و60 )2 ع ر 
40) غ8 صنو عط ومه 0 دع 
0() 8 208 م ص و 
واخيراً بالتعويض عن ه و ( با يساويانث نحصل على الشكل الهائي 
للعلاقتين السابقين : 
)76 (21هممءس) هذه (غارع لا) وه» 0 دع 
07 (2ومء 1اس) وه» رغ لع ل/ا) ومه © حدر 


ل 2 


والآن إذا كتبنا : 


_ _- جد اج 
)78 ش(ع [آرع ك/ا) ومه 0 - زبر + 1ع دعم 

ج جااجي 
)279 (082ء 4غ نس)وم» رز ب (1 ومت غس )سه أ عع و 


أمكننا أن نرى أن شعاع 4 لسقط كتلة النواس على المستوى 
الافقي و على الشعاع الدوار م وباتلي فاك مستوي النوساك المتعين 


90 مدو 1 ليس ثابنا بل يدور حول 5 ودوره يساوي فون انماع 


ف 
ه . فن الواضح اذا من الملاقتين (78) و ( 79) أن النواس ينوس بدور : 
( لئان ) ع2 مآ 
(80) 8 * 2 ع 
ا + 
في المستوى(ه , ا) الذي يدور حول ا بدور قدره : 
(81) |0824 |[ ه / »2 > "1 
ما نلاحظ أن دور النواس » م7 » صغير جد بالنسنة لدور مستويه » 
75 . ويتضح ذلك من الثال التالي : إذا فرضنا أن طول النواس خمسة 
امتار أي مه 300 وان زاوبة عرض المكاث الذي بوجند فيه النواس 
0 سمت 24ح 6 وادركنا أن السرعة الزاوية لدوراك الارض يي 


ماي 84 2063.14 _ 840 م2 
86 د 56 86400 77 بيهل 21 2 


وحدنا عندئذ أن : 
56 4.5 يج 5001980 ل/٠‏ 144 د« 2 - 

وات ؟:' 
عه 105 * 1.7 نه ( 103 * 7,3) / 314 25 


م 
8 
ل 


الك بر يه 


بالاضافة إلى ما تقدم فاننا رى أن مستوى النوسان ( 00 يتعلق 
باازاوية . فاذا كنا 2 نصف الكرة الشلي كانت حادة وه <ح2 ومع 
ويكون اتجاه دوران مستوى النوسان هو بانجاه عقارب الساعة . أما إذا 
كنا في نصف الكرة الحنوبيكانت 2 منفرجة وكال 0 >1 ومع ويكوك عندئذ 
انجاه دوران مستوى النوسان بمكس اتجاه عقارب الساعة . وفي المالة 
الخاصة عندما يوضم النواس عند خط الاستواء تكوكي/خ ‏ 2 20١‏ ومع 
ويصبح الدور ,7 لانهائيا أي أن النواس ينوس في هذه الخالة في مستو 
ثأبت . ويوضم الال التالي الحالات الختلفة السابقة . 

يتن النوان 'ق اللنة المءه كيه في النعوي ( ز. 6 ولع 
في تلك اللحظة ل 9 ولننظر الآن الى وضع الشماع م بعد فترة زمنية 
تساوي ثُن دوره أي: 


2 
|2 ءمه.إم4ة 1-008+ 
فنرى أن 
1 3 0 ا 
. [ ومن تج س ]وده ز + [1ه0ه 3 ه ]مله 1 دم 
ساي تاه امسوم 
5 


608 2 للك ف" 


ل 4 ] «6 1+ [ !»| 5 
ففي نصف الكرة الشمالي © << ل ومن و 1 و0م ع ا 


+ و07 _ٍ_ و7 8 0000-7 جا اجا 
"دكا 00 لظ كا نه 2 
5 2 7 606 [ ل سي صلة 1 2 


م8 . 5-7 
أي أن « واالتالي مستوى التوساك ذه ع) قد دار باتجاة عقارب 
الناعة . ش 
ير 2 


وأما ف نصف الكرة الجنوبي فاك ه> /ومء و 1 ومع - م ونو| 


وعندها : 
د ةر +23/ اس هام جا بي 
0 +1 سسيدم إل اح ووع [ لل اح ررق 1 عدوم 
2 0 4 5 


علق" أن » والشالي مستوى التوسان 7 و ع1) قبه دار يكين امياد 


ا 
١ش‏ 008 


تنخ نط نا 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طمدحا_ممددهدات /داتعل عمو ع خاءمد/ رعما 


5 0 


افص لساك 


حركة المجموعات المادية 
المجموعات اللستمرة والمتقطعة 


الكثافة 
درجات الحرية 
مركز الكتلة 


اندفاع مجموعة جزيئات مادية كور 
حركة مركز الكتلة 2 م 
مبدا الاندفاع الزاوي 1 
الطاقة الحركية والعمل 4 
الطاقة الكامئة ومبدا انحفاظ الطاقة 

حركة المجموعة حول مركز كتلنها 

الدفسع 

قيد الحركة 

العمل الافتراضي وتوازن المجموعات 

مبدا دالمر 


1797 


1 -- المجموعات المستمرة والمتقطعة : 
كنا حتى الآن نبحث بشكل أسامي حركة جم صذير نعتبره كجزيء 

مادي عثل كثلة متجمعة في نقطة واجدة . إلا أن الخالة الحقيقية والعملية 
الأجسام هي أنها تتألف من أعداد شيرة أو صغيرة من الحزيئات المادة , 
ونقول عن جم أنه مؤلف من مموعة جزيئات مادية مستحرة أو متقطعة 
تبمأ لكون الحزيئات متصلة أو منفصلة بمسافات معينة عن بعضها . وفي كثير 
من الحالات. العملية يمكن اعبار جموعة مستمرة كجموعة متقطمة وذلك 
بتقسيمبا إلى عدد محدود « قد يكون كبيراً » من الأجزاء . وكذلك 
يمكن اعتبار الجموعة المتقطمة ؟جموعة مستمرة إذا كان اهمال المسافات 
التي تفصل جزيثاتها لا يؤدي إلى خطأ كبير في دراستها. فالحسم المؤلف 
من ذرات « م نمل » يمكن أعتباره مؤلفاً من جزيئات منفصلة أو متصلة 
حسب الهدف من دراستها , 

237 - الكثسافة : 


يمكن ان نمرف ثلائة افواع من الكثافة . فاذا كانت مادة 1" 
مورّعة توزيماً ححمياً نعرف الكثافة الححمية بأنها نسامة الكتلة ان 
الي تشئل حجما 40 الى ذلك الحجم عندما يصبح الحجم صنيراً جدا . 


)10( +4/ ]لل ع ( عك/ 1ذك) ستاك ,ه 
0 ج جل 
وف حالة التوزع السطحي نمرف الكثافة السطحية بشكل مشابه: 
2( و /031 ع (49/ لاك أاصنئا د يه 
مجوم 
وأخيرا ففي التوزع الخطي لدهادة نعرف الكثافة الخطية بالملاقة : 
)3 1ل / 34ل ع (41/ 11 ل )صنا ع .١ه‏ 
مجال 


حيث 48 و ال عنصرا السطح والطول ف التوزعين | أسطتحجى والخمطي 


. بالترتيب‎ 
- 1١96 


وبصورة عامة لا يشترط في توزع المادة أن بكون منتظماً . ولذلك فان 
الأنواع الثلائة من الحكنافة تاببة للاوضع بشكل عام '. 
1-- درحات الحرية : 


ان عدد القادر المستقلة اللازمة فا لتسين وضم الجموعة في أية 
- مع ر هها. لبعيال :ودم لجموعة فيا 


بتنين موضعه ثلاثة مقادير هى إحداثياته. ولذا فدرجات حرته ثلاث . 
والخجلة المؤلفة من ١‏ حزيء مادي تتعين باحداثيات حزيئاتها وهي 831 
فدرجات حريا هي د . ودرجات حرية الحم الصلب المتحرك في الفراغ 
هى 6 درطات وهكذا ... إلا أن'درجات الرية تنخفض إدا ما حققت 
ا جموعة عض الشروط التي تجمل بءض الاحداثيات مرتبطة بالأخرى بعلافات 
معينة ٠‏ وكل علاقة تحمل إحدى الاحداثيات تابمة للاحداثيات الأخرى 
وبالتالي تجعلبا غير مستقلة وبذلك ينقص عدد الاحذاثيات المستقلة بسدد 
العلاقات بين الاحداثيات موبالتالي ياحفضن عدد درحات الجرية بنفس المدد ,. 
تسع 0 أي بعدد الاحداثيات التسع اللازمة لتعيين مواضع نقاط الجملة 
(تنرتع) و ( موري ) و 6 .ولكن إذا كانت هذه 
النقاط متعينة حيث تمقى المسافات بينها ثابتة فاك هناك ثلاث علاقات تربط 
الاحداثيات الختلفة وهي : 
60 وت ع *(عده ) ل ووم رو) ل أليعدعى) 
)5( ووقا ع * ليه ديه) ل ” ( ردير ) ل ( يديع ) 
)0( روات مده ) لل "عور ع (عدوع) 
ولذلك تصبح درجات المرية ستا بدلا من تسم . 
11 مركزاكتلة : 
لتكن الحملة المادية المؤلفة من ا جسيماً كتلبا ) رن و00 و صر رمم 
م18 سل 


جد اجا 


وأشعة مواضهها ( ,+ ....,,؟ , يم ,, ). يعرف مركز كتلة الجموعة 


5-5 
© بأنه النقطة التي تحقق شعاع موضهبا .م الملاقة 


ٍ)ِ 2 ج 
07 5/4 7 ذم حسض 
1 جه 
كما في الشكل (1) » حيث 
ول 
0 312 
5 


هي كثلة ال جموعة بكاملها . 
ونا كان ثقل الحسيم هو جداء كتلته بتسارع الثقالة فان مركز الثقل 


بسلى بالملاقة (7 ) ذاتها . 


الشكل (( 1 ) 


أما إذا كانت الحملة المادنة جسماً مستمرا 8 فان العلاقة التي مين مركز 
الكتلة أو مركز الثقل تأخذ شكلا تكملياً أي : 
ج - 
6 1 | لل )م حم 
(10) ب ()ه | -» 
161 


حيث ٠‏ كثافة الجسم وهي بصورة عامة تابعة للموضع م. 
إذا كتبنا أشمة الموضع بدلالة الاحدائيات الدبكارتية واسقطنا العلاقتين 


الشكل 2 ) 


(7)د 60 على الحاور حصانا على العلاقات : 


)011 حل عه | حدء أو 1 | لد -- 3 
نا 0 

)012 ل ح-. أو ]2 ا ار سفحر 
0 9 

2 | 0000 -| 4 13 

) ( 0 02 , 2 و 2 2 2 

(14) 001 -- 321 او سحدن 
8 نا 


حيتُ التكامل -1 


ي أو سطحي او خطي حسب طبيعة الخلة 
وبعاً لذلك يكون العنمر عل والكثافة م ححمين أو سطحيين أو خطيين . 
سي ان الاشارة نج تأخذ بمين الاعتشار جيع قم د« 


0 خأ هد 


1 اندفاع مجموعة حزيئات مادية : 


خا كيه كن المركاك و إخيه مواضيا و أ بنرا كان 
اندفاع الجموعة يعرف بأنه موع اندفاعات المزيئات الختلفة أي : 


1 


3-75 1 

04 عه امعد م 
إلا ان اشتقاق الملاقة ل( 7 عطي 

7 0 0 
2 ع 
(15) عاد -_ 1ح -_ 0 2 
ومن 014١‏ و 015١‏ د 
)و - 
(016) 317 ام 


وتدل هذه الملاقة الاخيرة على أن الاندفاع الكلي بكافيء اندفاع مركز 
الكتلة فها لو وضعت فيه كتلة المجموعة بكاملبا . ويسمى الطرف الايمن من 
العلاقة (16) باندفاع مرثز الكتلة أو أندفاع مركز الثقل ٠‏ 
للا حركة مركز الكتلة : 

لتكن 5 محصسلة القوى الخارجية الؤثرة على النقطة : من المملة » 
ولتكن إن القوة الني تؤثر بها" النقطة ز على التقطة : . وهذه القوة تسمى 
قوة داخلية . إن موع القوى المؤثرة على النقطة 1 هو القوة الحارجية 
وججيسع القوى الداخلية , حل الناتية عن جميع النقاط الأخرى عدى 
النقطة 1 . ويمكن أن نزيل هذا الاستثناء إذا أدركنا أن القوة التي نؤثر 
با قطة عل تسيا مندؤمة أي اوه ك1 ذا وفلوف نونز الفا 
فان معادلة حركة النقطة ( أو الحزيء ) 0 


025 019 1 5-37 - 
ف 00 0 17 97 سن ودب 1 2 5 


ويأخذ حركة تميسع الحزيئات بعبن الاعتبار وحم معادلات حركتها 
طرف إلى طرف نهد : 


ال 
ع0 ىج جح 
(18) لام ع د رن ع + 5 
0 1 1 


الشاعف ف الارف الاسر من (18) معدوم 3 وبالاضافة إلى ذلك » إذا 


رمزنا لجموع القوى الخارجية ب ولاحظنا أن اشتقاق الملاقة (7) مرتين 


متتاليتين يلي 
_ 0 0 9 4 
١ 001‏ 2 
(19) الس اس ا 
لامكن كتابة الملاقة (18) بالشكل 
5 جِ 
(20) 21 د م 


تدل هذه الملاقة على أن مركز الثقل © احملة يتحرك وكأنه خاضع 
لمجموع القوى الحارجية المؤثرة في مختلف جزيئات الجموعة وحمل كثلة 
الممرطة املا 

من الواضح أن اندفاع مركز التقل يساوي جموع اندفاعات المزيئات 
الختلفة اللحملة اي ان ٠‏ 


- 3 0 و جه 
)2( رم لم > الوك ورت للح ,م 
والعلاقة (20) تكتب الشكل : 
هم 
)22 5-0 


فاذا كانت القوى الخارجة ممدومة فان الللاقة الاخيرة ندل على أن 
اندفاع الجلة م المساوي لاندفاع مركز الثقل ثبت دوم . وهذا 


- 155 


: منتظمة 3 


1/1 ب مبدا بدا الاندفاع الراوء الراوي 3 
يعرف الاندفاع الزاوي الكلي احملة لأنه جموع الاندفاعات الزاوية 


لحزيئاتها أي : 

(23) )»ع ممع -2 
والءعزم الحاصل اقوى الحارجية المؤثرة على الجلة هو : 

5 506 )24( 


باشتقافق الاندفاع الزاوي بالنسبة لازمن نحد : 
جد اجد 


٠‏ جا اه ج 
[ هم )0م م ساح حال / 02ل 


ِ_ 


ى جد اج 
مم 22 > (هم م) انوع 


جد الى 
25١‏ 7م عي د 
إن مقارنة الملاقتين (24) » (23) تؤدي إلى العلاقة الحامة : 
)ل ج 

)26 “ل | 4ل - 3 
اي ان المزرم الحاصل يساوي مشتق الاندفاع الزاوي بالنسة للزمن . 
وهذا ما يعرف عدا الاندفاع الزاوي 5 وهذا المدأ على جاب كبير من 
الاهمية في دراسة الل المكانيكية . 

. إذا كانت القوى الخارحية المؤثرة في الخلة معدومة فان عزوم هذه 
القوى: معدومة أيضاً وبالتالي فالمزم الحاصل ١‏ ممدوم . وتدل العلاقة 
(26) عندئذ على ان الاندفاع الزاوي ثابت اي انه محفوظ . يسمى ما تقدم 


عبد انحفاظ الاندفاع الزاوي . 


حب 18ت 


1 -- الطاقة الحركية والممل : 
تالف الطاقة الحركية لملة ميكانيكية من موع .الطاقات الحركية 
ازيئاتها أي : ش 


0 ل يع ته 


وغندما تتحرك الحلة بتأثير قوى خارجية ,5 على جزيثتها فان المسل 
الذي تنحزه لدى الاتقال من موضع اول الى موطع ان هو : 
4 58 د 27 
حيث التكامل من موضع اللبدء إلى موضم الالة . 
وبالتعويض عن القوى ,8 بره ,دم » حسب قانون نيوتن الثاني » نهد : 


(28) و1 10 ع 
أي أن الممل المنجز يساوي زايد الطاقة الحركية للاجموعة . 
(29) 1 1 377 
12 -- الطاقة الكامنة ومدا انحفاظ الطاقة : 
عندما تكون جميسع القوى الداخلية والخارحية المؤرة في مختلف نقاط 
المجموعةمحافظة فان كلاً منبا بشتق من كون ويكون لكل من تقاط الجموعة 
الميكانيكيةطاقة كامنة قدرها : 
(30) ع + م ]ددرا 
-155- 


وحيث يعتبر مدأ الكموث اختيارياً ما نعم .وتكون الطاقة الكامنة 


الكلية لاحملة : 
16 عع +بقس]] - د سدم 
0 1 1 1 
3 _ جا اجا : 
٠5 )31)‏ رط 1 ع 214 لم 
202 ان لقن 3 


حيث .ا الكمون الناتج عن القوى الخارجية والمعطى بالتكامل 
الاوك من (31) و .ونلا الكموث الناتج عن القوى الداخلية والمعطى 
بالتكامل الثاني من نفس العلاقة . اما الاول فيمكن حسابه عند معرفة 


القوى ,7 واما الثاني فيمكن كتابته بشكل جديد زاه فها بلي . 
إذا كاك ززن كون رذ 4 التي تؤثر بها النقطة ز على النقطة : 
وإذا كان :نا كون القوة :5 التي تؤثر بها النقطة : على النقطة [» فان 
هذن الكونين متساويان ل 
3 جح 
(33) (: ) نزنا ح ( ره ) ززنا 
3 ) 2 / ززناة ) 0 9 | زلا 8 01 *ة | لآ )ددر 
) ج ج ب 
ع( و /نزناة ) -1( زرة | ززنا 8 ) 1١‏ ( بده | يزنا 8) سح ب 
ومن ذلك نكتب : 


لد زنا8 جد اجا 
8 0 لآ 1 
02 + يبول 837 خلال رول 2 -(” 2 35 صقر ) - 
للك 8 للك لكك 
0 زوك 0 + بعل 9 + 


1497 مه 


(34) ( تفاضل كلي ) ا 
ويمكن أن نرى: بسبولة أن : 
52500 جد اجا 
٠. 0 35(‏ 1 2 2 - هل زاك 2 2 
7 :. 
من العلاقتين (34) و (35) نستنتج ان : ٍ 
لال 2 2 1 م 0 2 2 
وعندئذ يأخذ الكون الداخلي الشكل التالي : ْ 
زنلآل 2 2 2 ع2 زع 2 1 2 2 2 و7 
ز 0 1 ش 
(36) إزلآ 2 2 0 


الانتقال من وضع إل وضمع ار د فرف 9 للقوى , الداخلية 


1 


لل 


والخارحية اي : 
3 )- ل 00 5 الرولا )+ 3 ) حولا - لاع وا 
ومن حبة أخرى : 
ل ري كن 
ومنها نحد أن الطاقة الكلية م 0 العلاقة الحركية والطاقة الكامنة » 
ثآبتة أو محفوظة أي : 
32١‏ و11 + ولا د ,1 بي ولا ع قز 


وهذا ما بعرف بدأ أنخفاظ الطاقة الكلية . وهو ايضاً على جانب كبير 
من الاهمية في دراسة ةعرز ود ات ماده , 
غ2 -- حركة المجموعة حول هر كز كتلتها : 
من اللمفيد في كثير من الأحيان أن ندرس حرحكة جلة ميكانيكية 
ل ٠.‏ لإذا ان الطرزيات التالية ذات أحمية كبيرة . 
: - نظرية 0 إن الاندفاع اطي لاحملة حول مركز كتلتها 
8م١1‏ - 


معدوم . ينتج البرهان مباشرة إذا اعتبرنا مركز الكتلة مبدا للاحداثيات) 
حيث تصبح الملاقة (7) بالشكل : ١‏ 
0 > به ب 
خيث :م شماع موضم التقطة 1 بالنسبة لمركز الكنة . وبالاشتقاق تحسل 
على المطلوب . | 
كا أنه يمكن البرهان على النظربة بكتابة علاقة مركز الكثلة (7 ) 
على الشكل : 
6 7 + > ره جى م) بس لع جتحت 


٠: وملها‎ 

ا لح 
وبالاشتقاق نحصل على الطلوب . 
ب س نظرية : الاندفاع الزاوي الكلي حول أنة نقطة يساوي 
الاندفاع الزاوي اركز الكتلة 0 وكأنه حمل كتلة .اخجلة باملبا» مضافاً * 
إليه الاندفاع الزاوي لاجملة حول مركز الكتلة . 

ابرعان تكتب الاندفاع الزاوي © م إبي : 

جا اج جد اجا + )+ 3 
0 + وكام (رهو جع)رم ير الى حي ا 


1 0 
<< جمدم | جا جا اجا جا جم ج 


١ 5 /‏ ,7 
6 ل 4 لل ره ره مر 7ك ل ا بن ل سك 
0 0 1 1 


ولكن : 


+ 3 
, 

40 الس 80> و رسع 

1 


إذا:. 


(38) © نسم ره 2 جوطة لم 


أو : 


0-3 جا اجا 
(39) © + © » 


حيث ,2 الاندفاع الزاوي اركز الكتلة و 53 الاندفاع الزاوي لاعدءلة 
- - فظرية : الطاقة الحركية الكلية لاجملة تساوي الطاقة المركية 
لركز الكتلة « وكأنه يحمل كتلة الحدلة بكاملبا » مضافاً الها الطاقة 
الحركية للحملة حول مركز الكتلة , 
يتتج البرهانف بطريقة مشابية قاما اتي اتبعت في النظرية السابقة 
وتؤدي إلى الملاقة : 
يا ا ا سرح كي كان 


ىك فذظرية : العزم الحاصل حول مركز كتلة الجملة لجميع القوى 
الخارجية المؤثرة فها يساوي المعتق بالنسة للزمن للاندفاع الزاوي حول 
مركز الكتلة . أي : 
0410 4 | ,2ل - 4 

ابرهان نبدأ العلاقة العامة ( 26 ) التي سبق أن برهنا على سحتها 
وهذه الملاقة ‏ تكتب بالشكل : 


3-3 ى) )+ 0 جا جد 
/ 
7 
1 


7 4 
ا لا ان 25 للف ان 2 ]اع لى الل نظام 
1 1 


مض 5 5-5 - -ن ب ٠.‏ 311- 3 
وبتعويضص .م ب.م -ل 2 في العلاقة الاخيرة وملاحظة الحدود الممدومة 
ناد : : 

هذا اه جد اج 


ِ ج ج ِل 
(42) بإورسم ,2_6 + 2 بنظيم 5-2 م20 + 25 
0 : 1 


18. 


5 


+ بج 3 جد جد 
اال ل السلا لاا تس 
2 1 1 
00/4 8 م 0 2 0 22 

إذا : 1 
(43) 1 1 


35 3 3 ب 
, 
61 رقع بم 2-60 د كام 2-6 
0 1 
أو: 
3 5 _ 
اد الات 4 
0 0 


[اعد الافم : 


ج ح) 
إذا كانت # حي > # حاصلة القوى اللحارجية المؤثرة في المملة فاننا 
نعرف الدفع الحطي الكلي اجملة بين اللحظتين ,و ب بالقدار : 
جيه 
(44) 


0 


ىّ نرف الدفع الزاوي الكلي بالقدار : 


جك ىل 
(45) ع4 م ل 
1 
حيث 1 المزم الحاصل للقوى ,7 . هذا وحقن الدفم الخطي والدفم 
الزاوي النظريتين التاليتين : 
ا نظرية : الدفع الخطي بين الاحظتين ,+ و ,ء يساوي تير الاندفاع 
يلها 


أها- 


07 1 يت 1 جدجة ١م‏ 
0 مس 2 | دوقع ] - عه م 1 
1 1 1 6 11 


ج) جب 55 55 + 
دع - وط > 14ررزم) اج - يرزرم) 21 د رول 
5 


1 


ل 
- 
: 
01 


إذا : 
(46) د اوم د إل 
حيث تفيد هذه العلاقة ما ورد في نص النظرية . 
ب نظرية : الدفع الزاوي بين اللحظتين .؛ويء يساوي تير الاندفاع 
الزاوي بينها . 
1 
١ 4‏ 1 
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| 


- )ا جد وا 
21 - 24 - ليما 
1 


2 


إذا: 
جد اجا 


)47 421 - ,42 - 
ومفاد هذه العلاقة يطابق مضموثث نص النظرية . 


آآلا ‏ قبد الحركة : 


م 


غالب ما يفرض على الملة اليكانيكية أن تتحرك بتكل مين . فى 
حلة الجسم الصلب بتحرك الحم محيث تبقى المسافة بين أنة تقطنين منه 
آبئة . وفي حركة نقطة وأحدة » قد تحبر هذه النقطة على التحرك على 
سطح أو منحن . مثل هذه المركات تسمى بالمقيدة . وتحديد الحركة بشكل 
معين يسمى قيد الحركة 
3 


إذا امكن العبير عن القيد باتكل الرياضي 
(48) 0ع ا 7 


أي إذا أمكن إيجاد علاقة جيربة تربط أشعة مواضم نقاط الحملة 
رالزمن فاننا نسحي القيد الذي تعيز عنه الملاقة قيدا هولونومياً » وإلا 
فنسمي القيد بالقيد اللاهولونومي . كأن تكون علاقة القيد تفاضلية مثلاً . 
1 'بعمل الافتراضي وتوازن المجموعات : 
لنمتبر وضمين مختلفين للجملة منسجمين مع القوى والقيود المطبقة عليها . 
للاتقال من أحد الوضعين إلى الآخر كفي أن نععلي كل حزيء من 
جزياتها اثتقالآً مباشراً من الوضع الأول إلى الوضع الثاني له . نسمي هذا 
الاثقال بالانتقال الاقتراضي ونطيه الرمر ,3 « بالنسة للجريء 1 » 
ييز له عن الاتتقال الفملي 4 الذي تحمل بتأثير القوى المطبقة وضن 
القيود المفروضة . وللاتقال الافتراضي جمييع خواص الاتقال الفملي . فثلاً : 
© 6 © ومه - ( © وزو ) 6ق 
نعم أن الشرط اللازم لكي تتوازن المملة هو أن تكون القوى الطيقة 
علها معدومة . وينتج من ذلك أن ما نسميه بالممل الافثراضي للقوى 
:5 الطبقة على المزيئات 1 ممدوم أي : 
جا اجا 
0 ع- . 8 5 
ويجمع الاعمال الافتراضية على جميع الحزيئات ند : 
)49 60 - م 
وإذا كانت المركة مقيدة أمكن تحليل القوة ,5 الى جزثين : القوة 
الفملية ‏ ء؟ وقوة رد الفمل 5 أي : 
35-0 


(50) لل 8 


1 1 


167 سه 


ولا كان رد الفعل متعامدا مع ااسار فاك عمله معدوم وبالتالي إذا 
عوضنا في (49) وجدنا : 
هد ل 
(51) سد 
وتدل هذه العلاقة على أن الملة تتوازن إذا كان العمل الافتراضي 
الكلى للقوى الفملية المطبقة علها معدوماً . وهذا ما يعرف ناه مدأ 


العمل الافتراضي . 

عندما تكون القوي محافظة «مشتقة من كون ١‏ ©» فا شروط 
التوازن هي : 

037 7 8 
52 6 و0 عه در ليده 
) ( 0 يو 6 ده 0201 
حيث دوريرن:... هه الاحداثيات الختلفة للحملة ٠‏ وعندئد يكوث العمل 
الافتراضي مساوياً 
(53) مسقب اك شة 2 17م 
نك و6 


وهذا يدل على ان العلاقات ( 52 ) تكافيء مبدأ الممل الافتراضي تماماً . 


يكون التوازن مستقراً إذا كان الكمون 7 في نبهادة صنرى . فاذا كان 
الكمون تابمأ لاحدائية واحدة ,و مثلاً يك عندئذ أن يكون 


و0 فك 
)54 > 6س سد 
( 7 د 


دن 6 
حتى يكوث التوازن مستقراً . 
هذا ويمكن أن يكو التوازن مستقراً بالنسة لبعض الاحدائيات 
وقلقاً بالنسة للعض الآخر . فاذا كان مثلآً 


0237 7و0 
ري د اق 
وكان 
8237 67 
60 0 احم مسي 
802 و نك 


قلنا أن التوازث مستقر بالنسة للاحدائية ,نو وقلق بالنسبة للاحدائية رو. 
7 ميدأ دامس . 
مكن أن تعنم مبدأ العمل الافتراضي ليشمل الحركة بالاضافة إلى 
السكون . فكل نقطة 1 من الحملة تتحرك وفقاً لقانوث نيوتن الثاني . 
ب 
“ل | ,م - 1 
أو : 
ج)ج ِ_ 
(535 6ع عل /.مل -.آ 
1 1 
حيث 5 اندفاع النقطة 1 . وتمني هذه العلاقة الأخيرة ان النقطة : 
يمكن أن تعتبر متوازنة تحت تأثير جموع القوتين 3 و »4 روك وندعى 
الاخيرة منها أحياناً بالقوة امنتجة المكوسة للنقطة و 01 وباسامال مبدا 


العمل الافتراضي لجمييع الحزيئات أو النقاط مكن أن نقول : 
نتح رك اخولة المادة بشكل يكون فيه العمل الافتراضي 


| + _ِ 
٠ 256)‏ ع بره لف]رمة -,5) 2 
وهذا ما يسمى بدأ دالمير . وبهذا المنى يمكن اعتبار المركة حالة 
خاصة من السكوث 8 
كنا نعط نا 
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الفصرالنامن 
الصواريخ . الانقسام _. الاصطدام 


حركة كئلة متفرة ومبدا المحركات اللفاثة 

ب انقسام جسم الى قسمين وحركة كل منهما 
الصواريخ ذات المراحل المتعددة 

س. قاعدة نيوتن في الاصطدام ‏ مرونة الاصطدام 
الاصطدام الراسي لجسيمين ماديين 

ب الاصظدام الجانبي 


لالاآأهةطا ا 


حفشة د 


التطيقات على الفصل 0 34 أي رمات النقاط 0 . وستتناول هذه 
اللوشوعات لا على انفراد في الفقرات اللالية . 
عو ل حركة كتلة متغيرة ل مبدا المحركات الثفاثة ( الصاروخية ) : 

تت ةا 

في جميع دراساتنا السابقة كنا ننتبر أن كتلة الجلة المتحركة ثابتة . إلا 
أولاً حركة الكتلة امتنيرة تنيراً مستمراً . وهذه الدراسة تنطبق على حركة 
الصواريخ الني تتنير كتثلتها باستمرار لفقدانها الوقود الذي تنفئه بعد 
الاحتراق . 

تكن م الكتلة الكلية للصاروخ ( مع وقوده ) في الاحظة ؛ . وف 
لحظلة لاحقة »4 -ل» لنفرض أن الكتلة أصبحت «مى + مم وذلك بمد أن 
نفتث 0 غازا ) نتائج محروقات ) كتلته ورك - ©» حبث تل هو 

ر سالب لآن كثلة الصاروخ تتناقص . ولتكن و 
0 الساروع في اللحظتين + و عبء بالنسة خخلة عطالية ما فاذا 
كانت م2 11 سرعة الغاز المنطلق بالنسبة للصاروخ نقفسة 6 فا سرعة الفاز 
النسبة للجملة المطالية هي » + 7 5 


والآن يمكننا تطبيق النظرية القائلة أن تفير الاندفاع الحطي خلال الزمن 
4 يساوي دقم القوى المؤرة خلال هذا الزمن . إن الاندفاع المطي 


5ه1 سه 


جح 5 

)01 دس د رع)ا م 
والاندفاع في اللحظة عل + ع هو : 
ج حج- عست جد ح- 

22 لس حل و ) نسل -) ل زم قم+لم) (صك جصنع 40 عو )ام 


2 
أما الدفم فيساوي +/, . بتطيق النظرية المذكورة ند : 


جد جه جا اجا ىِ ِ 
غ4 "1 ع بور رفك + م7 ) سرك - رعك بدعمى) رسك + وو ) 


جح بدك رسك  <‏ جل 
)53 ل لك وي نوس تن ص صن 


ولا كان الصاروع ينقث الغاز بتكل مستمر فمن الواجب عتدثذ اعتبار 
المالة التفاضلية 5 أي عندما مجع لقم وعندئد مج برل 6 والعلاقة 
الأخيرة (3/ تأخذ الكل : 


4 


وهي معادلة حركة الصاروخ . 

وجب أن نلاحظ هنا أن الخلة المدروسة لست الصاروخ وما فيه.من 
وقود فحسب بل والناز المنفوث أيضاً . فمندما طيقنا النفارية السابقة طيقناها على 
كل هذه الأجزاء كجموعة واحدة ولكن ذات أجزاء ( جزأن) تحرك 
سرعات مختلفة . 


.85أ - 


كا جب أن نلاحظ أن المادلة (4) الي تمثل حركة الصاروخ هي 
معادلة تفاضلية بالنسة لكل من السرعة والكتلة » لأن الكتلة تتغير أثناء 
فاذا فرضنا أن كية الناز المنفوث ( تتائج الاحتراق ) في واحدة الزمن 
ثامة)» أي أن الفاز ينطلق معدل ) غزارة ( ثابت » » فاك : 


5( 1ه جح ولام جح وند الر 4 سد ع إل تل 
حيث 20د كتلة الصاروخ يما فيه في أظة البدء . وبذلك تمبح 
المعادلة (4) على الشكمل : 


ِب 
17 


7 (6) 


)ل 
11 


1 

3 © - ”> ( كم - وس ) 

هذه المعادلة عامة » ولا بوجد ذا أي قبد عل القوة أو سرعة الغاز 
اانفوث » لا من حيث القيمة الميرية ولا من حيث الاتمحجاه : فسرعة نفث 
الغازات من الصاروخ قد لا توازي سرعته » أو قد لا تكوك ماسة للساره. 
ففي ممعظم الأحيان تستعمل فوهات جانبية في الصاروخ لنفث كيات مختلفة 
من ازات المروقات » وذلك لتغيير اتجاه الصاروخ بأشكال متلنة . 

وخلاصة القول أن المعادلة (6) هي المحادلة العامة لحركة الصار 


حت 
دوك أنه قود على القوة أو على السرعة النسية 11 للغاز المنفوث . 


وخ 
وفي الحالة. الخاصة عندما تكون المركة عمودية » والسرعة ن نما كس 
٠‏ بلاتجاه » تكتب ممادلة حركة الصاروخ على الشكل : 


وسفية اسحوي ا لجيه ا 
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أو : 


1 0 02 
1 7 ال 0 

9 8 غ2 > وت 0 
والحل العام لمذه المعادلة هو : 

8 2 1 ا 

) 8 5 عا د - ه 


حيث فرضنا أن الصاروخ قد انطلق بدوك سرعة بدء من ارتضاع 
0 - مه . وهذه العلاقة تعين سرعة الصاروخ في أنه لحظة ع . وتكامل 
1 ل انقسام جسم الى قسمين وحركة كل منهما : 


لتكن لل كتلة جم ساكن » ولنفرض أنه قد انقسم إلى قسمين» 
كتلتاهما ,مه و ردم » وذلك تأثير طاقة كانت كامنة فيه » كطاقة كيميائية 
أو طاقة انفلات نابض كان مضنوطاً .. الخ .ولتكن ,8 هذه الطاقة التي 
أدت إلى انفصال رصم عن يس . إذا كانت القوى الخارحية اللؤثرة على 
الجسم وحزأيه معدومة فا نظريتٍ اتخفاظ الاندفاع وانخفاظ الطاقة 
الكلية تسليان : 

)9( ل د ل 
2 2 
(10) مآ - ونا وم جٍ ل إنا رمد 4 


جا اجا 

حي نا فى ونا سرعتا المزأين الب ١‏ نا نبي انفصالما عن بعضها ٠‏ 
جد اج 

تين العلاقة الآولى من هاتين العلاقتين أن اسرعتين ,نا و.ون حاملاً 


155 


2 
02 


0532 
2 


+ 
0-0 
52 
2 : وم 
مم 


الشكل ( 1 ) 
واحدا واتجاهين مختلفين . وحل المعادلتين مما يؤدي إلى معرفة القيمتين 


البربتين لاسرعتين : 
00 من 2 3 و مذ 2 . بن 


02 وب يك - 

1 11 زيط + رصع ) رص 
(12) ضما _علة/ ‏ 0 ل تتعظشف _/- جه 
: 1 11 لوط + رمه ) وس ١‏ 


لنفرض_ الآن آنا اليم آنا رصيز. لبسرعة” +- قبل أن ينفطتل عزفا 
| جد جه 
عن بعضها » وبعد الانفصال كانت سرعتا الحزأين ,و .؟ . لتعبين هاتين 
الرعتين نطبق نظريتي حفظ الاندفاع وحفظ الطاقة فنجد : 


+ )ِ _ 
14 ص رلا يط 7.1 ص1 

2 2 

ولا وم 2 + إلارصم 8 


جا جد ب 
5 ا سد مر ل ن 


و 0 السرعتان الناتيتان عن الاتقسام . 


5 


زلينا 


الشكل (2 ) 
وتصبح العلاقتان السابقتان : 


ِ ِج د ج ىِ 
)014 ا 31 ع (ين + 7 )يم ل ( رسال 7 ) رصم 


ِ + _ جد اج 
(15) “+381 + لطا مظ ع زيند ل )رصم ل ل ١‏ روط ا )رم 4 
وبفك الأقواس وملاحظة ان 


ىج جح )ج 
ولا ولط عل ولا رصم ع بد 1آ3 


تصبح الملاقتاك 14) و (13) ا 


ىج جج 
(16) 0 0 رن عد ال كلك 


اك 


00 و8 - يديم 4 + إم رم 1 

ونمي الأخيرة مني ان الطاقة الكامنة م85 بعد ان تحررت تحولت إل 
طاقة حركية جديدة ناتهة عن السرعتين .ن ٠‏ ون فقط . كا تمني الأولى 
ان 3 و 9 متعا كستان ولما نفس المامل 4 ومتناستانث عكساً ع 
كتلتي القسمين المنفصلين 1 ال وت اء. 

ومن الواضح ان العلاقتين الأخيرتين تسنان السرعتين ند و ين ©» 
إلا انها لا تعيناث منحاها . وتسين هذا المنحى امر منوط 9آلية الانقسام 
ونحجب ان يكون معلوماً بصورة عامة . 


4 0 جح ٍج 5 0 
سنفرض أن حامل دإن و ين يصنع زاوية م2 مع السرعة ٠‏ 

0 0 ْ ىو ج جم مدا 
للجسم قل الاتقسام 95 وسنعان كل من دنا وى وتنا ل 1لا 3 71 


وازاوتين .© و ,© التين تصن .« و , مع © بالترتيب . 
حل الملاقتين المترافقتين (16) و (17) نجد ان وناو 4ه تمطيارن 
العلاقتين (11) و (12) . وبأخذ محورين متعامدن » احدجما يوازي 
٠‏ » وباسقاط الملاقتين (13) على الحورين نجد : 
0 609 ركد عط 7و 2 ر© 6008 ونا 
7 1 0ن 7 رد زاك ف 
2090 ولد سد لا ع ر© 608 ولا 
© 2زة ونا ع ر© هأو ولا 
ومن السبل أن نرى من هذه الممادلات ان : 


1١1868 -‏ ب 


20 
(18) © قمع 2 ل دي و تلكا د لم 


لببسبسس سس م 
(19) © 608 يتا 07 عاونا + خورلا د إر؟ 
(20) (6086 يت عه ابر ) /4» ملو ين ح هئ 
(21) ( © 008 ون حابن ) | © صنة ون > ي6 يغ 


وهذا نكون قد عينا السرعتين .» و ,» تام التعبين . 
11 ل الصواريخ ذات المراحل المتعددة : 


لييكن الصاروخ ذو الكثلة 06 :3 
متح رك سرعة 3 في اللحظة ,0 
على مسار مستقيم شاقولي صاعد . 
ولنفرض انه بعد ذلك انقسم إلى 
قسمين كتلتاها دض و وم شعل ١‏ 
طاقة كامنة م8 . ولتكن ,رمم كتلة 
بيدا 
الشكل (3 


الحزء الذي ينبذه الصاروع . وهذا 
الحزء هو اللحرك النفاث وماحقاتنه 
التي أدت مبعتها ولم تعد هناك ابة 
حاجة لما . إن قذف هذا الحزء يؤدي 


إل التخلص منهمن جبة والىزيادة سرعة 
الصاروخمن جبةاخرى. ويمكننا ان نرى ذلك بتطبيق نظربتي الاندفاع والطاقة . 
انظر الشكل (6). 

حدر بنا هنا ان نلاحظ ان انفصال الحرك » الذي ادى مبمته » 
وملحقاته م خلال فترة قصيرة جداً من الزمن بحيث ان تغير السرع الناتج 


-151 ا 


عن قوة الحاذبية الارضية سفغير جد يمكن اجماله الى جانب تغير السرع النائج 
عنتحول الطاقة الكامنة م8 الى طاقة حركية للجزأين ,م و وم حيث 
وهم كتلة الصاروخ و رد كتلة الحرك النفصل . 

لذا فان النظربتين المذكورتين تعطياك : 
)22( ا 0 0 انا 
(23) درس وا + 10 ياي" 
ان حل هانين الملاقتين » بمد ملاحظة أن . و. 7 مولتان على 
نفس الستقم الشاقولي » يؤدي إلى : 
)24 0 “0 22 
(25) ع مظدي” مد 


وجدر بنا أن نلاحظ أن سرعة الصاروخ ب« بعد انفصال الحرك 
الذي اتبت مبمته تكبر كل كان الحرك المنفصل كبيراً » لأن الملاقة (24) 
تشير الى ان ازدياد . يكون إزدياد ,هه ونقصان ,.مم. هذا ويمكن استنتاج 
العلاقتين الأخيرتين ( 24 ) و ( 25 ) » من امناقشة التي سبقتفي الفقرة 
»11١‏ من هذا الفصل © مم ملاحظة أنه ده والتالي 6-6 .انظ 
العلاقات (11)و(12)و(18) و (19). 
87 ل قفاعدة نيوتن قف الاصطدام ب مرونة الاصطدام ّ 


1 .اجا ج+ 
لتكن ,ص و وس كتلتي جسمين ماديين ولتكن و "7 سرعتها 


قبل ان يصطدما يمضه . ثم لتكن ".ا و وس سرعتيها بعد الاصطدام. 
تنص قاعدة نيوتن على أن السرعة النسبية قبل الاصطدام وبعده تحقق 
الملاقة : 


الاةا _ 


١ 
3 
وم‎ 2 
) 4 ( الشكل‎ 
5 26 
ملاس ناكا‎ ( ) 
7 
6 
3 ج جد ج+ جا الى‎ 
3ق‎ 1 5 27 
وال جح لا جح ورالا ولابة ا و0‎ 


وحيث السدجي أ 5 قانت مرونة الاصطدام او عامل الرسو . 
واذا كانت 0 صا اع نقول عن الاصطدام أنه غير مركث. 
7 - الاصطدام الراأسي لجسيمين ماديين : 

ليكن الحسهاك كرويين » ولتكن 1 و وضر كتلتهها 1 يقال عن اصطدامى! 
انهرأسي اذا كانتسر عتاهماعهولتين على المستقم الواصل بينم ركزي. انر الشكل(ج) : 


ولدراسة سر عبتي الحسيحين بعك الاصطدام مكن الاستفادة من مدا 


حفظط الاتدفاع »؛ ومن قاعدة نيوتن . وهذاث يعطيات العلاقتين : 


5 


)28( 


(29) 
ونحد بالحل : 


)30( 
)31( 


7 ,5 
بعر اللصطام 
الشكل (5) 
جد “د ج) جب 
العا د ست 7 5 71 
ى + ِ ب 


/ هئ 
006 رن لمر سار اسه اأنذلد 


3 ىج 
وكزء + 1)يص + ل زيمم - يم) _ا, 
وصط وت 1 


جد 35 
د” (وتطع ح يصم) عل ببوزع لل 1) رضم , 


سس تو | 
ل 181 2 


فسرعة كل من السيمين بعد الاصادام ترتبط بكتلتيها وسرعتيها قبل الاصطدام . 


وبعامل الرسو. وفها بلي الهالتان الخاصتان للاصطدام تام المرونة والاصطدا 
عدمامروئة : 


1 - الاصطدام المرن ( تام المرونة ) : 


ف هذه الحالةتكون 1 - 6 ٠.‏ ونضد عندئد - 


١56‏ ب 


و 


365 و 
6 : ووم 2 + ؛؛ زوم ح رم ) 5 


ل 1ض 


ج_ج 3 
(دصم ا وص ) + 4ر2 5308 


(33) رين ات 1 2 
وياب الطاقة المركية بد الامطدام نهد : 


لغ ا + و دص ف دوا رس 1 لذاريم 1 د 1 
اي ان الطاقة الحركية ثابئة . 
ب - الاصطدام غير المرن (عديم المرونة ) : 
في هله الحالة 0م »2 وعندشئل . 
جد احم 

(55) ل لت ك0 
اي أن الكتلتين السطدمتين اصطداماً غير مرن تلتصقان بعضها وتتابمان 
الحركة بنفس السرعة . ويؤدي حساب الطاقة الحركية يمد الاصطدام الى : 


جا اجا 


3 4 1" دس جّْ ع ]1 


-)4 لوصح يس)/ لرمعيسرس + وريسق ب كرس‎  )36( 
: والفرق بين الطاقتين الحركيتين قبل وبمد الاسطدام نمو‎ 


2 م اللنشسكن : 
37 وم 4 ع لاسر ) مدي 10 بل د أ قل 
حيث : 
ج12 ولط 
0 للك ا ابن عاع 


تسمى الكتلة الختزلة للجسمين المتصادمين. 


.17 سه 


وتدك الملاقة (37 ) على أن 4 هو المزء الضائع من' الطاقة المركية 
والذي تحول الى حرارة . ونلاحظ أن مثل هذا الضياع 1 محدث قط ف 
حلة الاسطدام المرن . 
71 ب الاصطدام الجانبي : 

اذا لم تكن سرعتا المتحركين مولتين على خط المركزين سمي اصطدامهها 
بالاسطدام الجاني ؛ وهو كالاصطدام الرأسي يخضع لبدأ حفظ الاندفاع 
وقاعدة نيوتن . ولذلك نكتب : 


2 ٍِ 35 1 


(39) و1 وله ل ولابم حت ولا وم الل 7 0 
ب 3 لج 
١( 40)‏ )ع ع ووس م 
وبالحل ند : 
لايس يسيس اه 
(41) ا لت اين يي 
ج ج 1 
42) :7 (وصم كت لفاك + 1 )وم 5 5 


لنمتبر جملة مقارئة ثأبتة محيث ينطيق احد محاورها (2ه) على خط 
امركزين في لحظة الاسطدام » كم في الشكل (6 ). لتكن .© ور© 
ذادشي .» و مم مع عه ولتكن ,8 و ,/6 زاويي ,"ساو رسيا 


مع ذلك الحور .ان الملاقتين الاخيرتين تعينان السرعتين بعد الاسطدام بشكل 
شماغي . ويمكن اشتقاق اربع علاقات مكافئة لهما . 


لا كان الاصطدام لا يوي الا على مركبة السرعة الحولة على خط 


١9١ 


الشكل (6) 


المر كزين فان مركبة سرعة كل من الحسيمين على .ره تحافظ على قيمتها قبل 
وبعد الامطدام 2 اي 3 

043١‏ [© مله زع د ,© متق يد 

(44) © هله وم - ,© هته يع 


ثم ان السرعتين تكتبان بدلالة الزوايا واشعة الواحدة على الشكل : 


0 0 
(45) ) [ © صزهة - 1 [600) ان 
6 3 ب 
)46١(‏ ( ( 95 مهاه 1 يهدمه) يج ديم 


باسقاط الملاقتين (41) و ( 42 ) عل «ه نحد : 


: و© 08ه وازع + 1)ومه 2 :©2095 بالك يم تت ومن)_ , , 

0 مدي 2 و د ان ا 
5 5 6 (م+1 

رو تدك نسيمة قسن اطتلط- يو بو بي 


وبالتعويض ف (45) و (46) 2 من (43) و(م4) و (47) ر(48) 
نحصل على الملاقتين التاليتين : 


"1 


7ل ” ي© وم م" (ع + 1 )يلب “”“؟ ( وصع- ,سس ) , 

(49) [ ,26زة- :2-1 2 ل ان 

5 + ي© 08عيم( يسع حرصم ) ل © ومع يزع + 1 )رصم 2 

(50) ر ر©6سام؟-1 2 2-00 1 نل 
-000 


ونلاحظ أن الملاقتين الاخيرتين تعينان او و٠‏ بدلالة طويلتي 


27 
السرعتين و و .م قبل الاصطدام » وزاويتيها .© و ,© مع خط 
المركزين . وهانان الملاقتان مكافئتاك تام التكافؤ للملاقتين (41) , (42) . 
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نظربات عزوم العطالة 

تطبيقات على حساب عزوم العطالة 

عزم عطالة جسم حول محور ما زوايا توجيهه معلومة 
سب مصفوفة العطالة 


ب :10776 اسسم 


- تعاريف: 


لتككن النقطة © والمستقم © والمستوي © . وليكن 5 جسيماً ماديا 
كثلته ص وأباده عن 0 و 2و 0 هي 27 و 1[ واط إلترقمب . نسعي 


المقادير الثالية : 

(1) عم ع دنآ 
(2) غاص عد نآ 
(3)* عط ص عي1آ 


عزوم عطالة الجسم حول النقطة © والحور 2 وااستوي 0 بالترتدب . 

لتكن كذلك ,م مجموعة 
جسبات مادية كتلها ,دم وأيعادها 
عن النقطة © هي :: وعن الور 2 
هي ,! وعن المستوي © هي رط »> 
يا يس ين الشككل (1 ). نسمي 
المقادير الثالية ؛ 


(4) ( بسع دنآ 
0 

(5) :لبه ع ع ون( الشكل ( ١‏ ) 
/ 

(6) لطرده ع دني1 


عزوم عطالة عذه المجموعة حول النقط. لة6©6 والخور 72 والمسدتري 0 
بالترتيب . 


#/ا/1أ لس 


هذا اذا كانت المجموعة المادية متقطعة . أما اذا كانت المجموءة جسماً 
مستمراً 5 “كا ببين الشككل ( 2 ) 2 فاننا نستطيم أن نقسمه اعتباريا الى 
مجمرعة أجز اء لامتناهية في الصغر يثلها العنصر التفاضل > ك الذي كثلته : 


(27 > 4 6د بص ل 


حيث ٠‏ كثافة هذا الجسم عند النقطة 8 . وتكون ابهاد هذا المنصر 
عن © و 8 و © هي أيماد النقطة 2 عنها أي + و ١‏ و ٠‏ بالترتيب . 


وتصبسح عزوم العطالة الممطاة بالملاقات ( 4 ) و ( 5 ) و (6 )ل يلي : 


(8) سوم ) دنا 


)000 موث ] ديا 


حيث تسب التكاء.__لات على 
جميع الجسم 5 . ويجدر بالذكر 
أن الككثافة ه والأبعادء و ا 
و ط كلا تابهة للموضع 2 بصورة الكل ( 2 ) 


عامة . فاذا كان الجسم جما كانت ه اللكثافة المجمرنة و +4 عنصراً 
تفاضليا ححمياً وكان التكامل بالتالي ثلاثياً . اما اذا كان الجسم سطحاً فان 
ه الككثافة السطحءة و + ف عندئذ عنصر تفاضلي سطحي ؛ ويصيم التسكامل 
ثنائيا وأخيراً “ اذا كان الجسم خط فالكثافة خطية والمتصر التفاضلي 
خطي والتشكامل أحادي . 


تين العلاقات (4) ر ر5) و(6) وكذلك المعلاقات ١‏ 8)و ز«) 


1 


 ١9786- 


و (10 ) أن أي عزم عطالة للمجموعة يساوي مجموع عزوم عطالة أجزائها. 
وملاحظ أن جمبسع حدود العلاقات المعرفة لعزوم المطالة من طبيمة واحدة 
هي جداء كثلة برببع بعد . وهذا الأمر يقترح علينا أن نكتب الطرف 
الثاني هذه العلاقات كحد واحد له الطبيعة ذاتهبا . فاذا اخترة 34 اتمثل 
كثلة المجموعة أو الجسم أمككن عندئذ كنابة الملافتين (4 ) و (5) على 
الشكل التالي : 


(11) 55 24 - و1 


حيث نسمي المقدار م8 ينصف قطر العطالة حول النقطة © . وهو يساوي: 


(12) 03 1 | و8 
وبشككل مائل يمككن أن نككتب ( 5 ) و ( و) كا يل : 


(13) 8 24 مآ 


حمث يكون م8 نصف قطر عطالة الجسم حول احور 2 ويعطى بالملاقة : 


(14) 4 /| - ما 
ونككتب أخيراً ( 6 )و (10) الشكل : 
(15) 2 24 س1 


بالعلافة : 


1# م 


(16) “لوا /| و85 
وفي ذلك كله تحسب كنلة الجسم أو المجموعة من احدى العلاقتين : 


(17) كن سان 
1 


8] - ] 4 )18( 


وستنرى فيا بعد عند دراسة حركة الجسم الصلب الدورانية أن لنصف قطر 
المطألة معنى وأهمية خاصين . 


11 - ذظريات عزوم العطالة : 
تخضم عزوم المطالة لنظريات مختلفة ذورد فيا يلي أهها : 


5 - النظرية الاولى : تحدد هذء النظرية العلائة بين عزوم عطالة جسم 
حول نقطة ما وعزوم عطااته حول جموعة هاور متعامدة فها بدنها ومارة 
من تلك النقطة . وتنص على أن 
مجموع عزوم عطالة الجسم حول 
هده ال حارر يساوي ضعف عرم 
عطالته حول تلك النقطة . 


البرهان ٠‏ 
بالاستمعانة بالشكل (3) 
يكن أن نكتب عزوم المط-الة 
ول الثقطة ه وحول اجاور ناه 
و لزه و 2ه بالشككل التحلميق 
التالي : 


ا 


(19) (2ه + خوج دايس ؟ ,1 أو سه رص ترج صا 
1 


(20) ( أ + )رسع دنآ أو | 
1 

(21) ( + 2 ) رسع ىآ أو | 
1 

 ( )22(‏ + ة ) بسع ىآ أو هه رسر جم )ل 


1 
ويجمع الملاقات الثلاث الاخيرة طرفاً الى طرف ومقارنة النتائج بالعلاقب 1 
(15) محجدأن: 


(23) 216 عد ينآ جبىآ + ىآ 
ومضدمون هذه العلاقة مطابق نص النظرية 5 


ب - النظرية القانية : لاص هذه النظرية على أن مجموع عزوم الجسم 
أو المجموعة حول مجموعة مسدويات متعامدة في نقطة ما دساوي عزم عطالة 
هذا الجسم أو هذء الجموعة حول ثلك النقطة . 

البرهان : 

يتم البرهان على صحة هذه النظرية ايضاً بالشككل 3١‏ ) وكتابة عزوم 
العطالة الممنية بأشكاها التحليلية : 


طامط 


(24) || أر 7 بسع > رمآ 
(4)25 2 * | أو ار ع ىآ 


(26) | أو #ارم ع حيريىآ 
0 


مجمع هذه الملاقات ومقارنة الجموع بالعلاقة ( و1 ) جد أن ٠‏ 
(27) ملكمريو! + يووآ + برروآ 
حمث أن مضمون هذه الملاقة مطابق لنص النظرية .. 


ب - النظرية الثالقة : تنص هذه النظريسة على أن جموع عزوم عطالة 
جم أو مر <ول ثلاثة محارر يما 0 ضعدمف مي 
الحاور . وتعتبر هذه 0 
مقار نتبما تؤدي الى العلاقة : 

(28) (سيهىة + وآ + روروكآ )2 سنآ + ملآ + مم[ 

وهو مضوون النظرية 0 

د - النظرية الرايعة : تعرف هله النظرية بنظرية المحاور المتعامدة.وتاندص 
على أنه اذا كان الجسم مستويا فان عزم عطالته حول حور ه متعامد معه 
يساوي مجموع عزمي عطالتئه حول محورين *ه ولإه متعامدين فما بيثبما 
ومع الخور ج ه ووائمين في مستوي الجسم 


]م1 


البرهان : 


يسين الشككل (4 ) الجسم 
المستوي والحاور الممنية *«ه و تزه 


و2 ©. ويتضح من الشككل أن : 


م رس + ") ] - ىآ 


ل تر ] سوم | 
(29) عوآ ع ىآ ع 
وهذا مطابق اضمون النظرية . الشكل ( 4 ) 


ه - النظرية الخامسة : وتعرف هذه النظرية بنظرية المحاور المتوازية 
أو نظرية هويةنز : وتدص على أن عزم عطالة جسم حول مور ما “2 
يساوي عزم عطال:_ه حول نحور 2 يوازي “8 وير من مر كز كدلة الجسم 
اليرهان : 
لمكن 9 ءعزم عطالة الجسم حول 
احور “2 وليككن 1 عزم عطالته 
حول احور 2 . وليكن نآ البعد 
بين المحورين و © مركز كتلة 
عنصر الكثلة عند النقطة 2 على 
بعد ط من 8 وعلى بعد 'ط من '0 ©» 
كا ينين الشكل (5). 


رنال 2 


ان العزم حول “2 يكتب كا يليه 


سة ةر 8)] - 1 


سةمز] عسوم إد 
0-0-7 
1101-7 ]2+ 


555 
(30) 017 | 2 + ثاعا +1- 
ويمكن أن نبرهن أن التكامل الاخير مم دوم عن طريق استعهال مر كز 
الكئلة حيت يمكن أن نككتيه كا يلي : 


2-5 يم جه 

سل (م + 1.)40آ | حسة ةر 
جه 
1 


ان التكامل! لاول معدوم لتعامد 1 و 6م والتكامل الثاني معسدوم 
مسب خواص مر كز الككتلة . وتصسح العلاقة ( 30 ): 


(31) آم +1- :1 
وذلك هو ما يفيده نص النظرية 5 


- 1686 


1 - تطبيقات على حساب عزوم العطالة : 
7- عزم عطالة مستطول متتجانس حول أحد أشلاعه وول رؤوسه: 


ليكن المستطيل 8 © ى © ولمكن ضلمساء ‏ - ه © و ٠ 0 8 - ١‏ 


عو ] دآ 


الاخر : الشكل ره ) 


(33) مس ل 1 


أما عزم العطالةحول الرأس ه وهو نفسه عزم المطالة حول احور 2 ه المتعامد 
مءه فيساوي مجموع العزمين السابقين حول الضلمين وذلك حسب الأظرية 
الرابعة . أي : 


(34) (ما جص كك - رع به لشك _ 1 -ص1 


1866 سمس 


ب - عزم عطالة حلقة متجانسة حول قطرها : 


بسبب التناظر والقائل فان : 


وحسب النظرية الرابمة : 
وما 2 1 + روا دنآ 


وبما أن جمبع نقاط الحلقة على بعد 
واحد من ه فان عزم المطالة 
حول ه هو *:]5 ومئه: 


(85) 00 الشكل ( ١‏ ) 
حبث + نصف قطر الحلقة و 34 كتلتها كا في الشككل ( 7 ) . 


للاسباب الواردة في (ب) 
من هذه الفقرة نرى أن : 
و ىآ 
فاذا اعتبرة الاحداثيات القطبية + 
و 0 في الشكل ( 8 ) كان عنصر 
السطح ؛: 


4+- +00 > 


5 


ويككون عزم المطالة حول ه مساوياً ما يلي : 
ص م ] دآ 

6ل+4*ه 1 9 

0 -+ 0ه 


“8 1/1 86عهم 
--0--0--20 


ومئه : 


(36) لك ب يدو - ,1 


٠ه‏ - عزم عطالة كرة جوفاء حول قطرها : 
حسب النظرية الاولى واعتمادا على أن عزوم العطالة متساوية حول 
جمسع الاقطار نرى أن : 


)37 8 4د لش - ,اط - ,1 
3 3 


ه - عزم عطالة كرة صماء حول قطرها : 

كن دون اللجرء الى شكل هندسي مرسوم أن نتخيل كرة جوفاء 
عنصرية مركزها مركز الكرة ونصف قطرها ء ومماكتها دل حيث 
تكون كتلتها : 


+ ل و”ارع 4 ع بو ل 
ان عزم عطالة هذه الككرة المنصرية حول ه0 هو : 


ين 2 


جل *ده 4 - 41 


ولمحصل بتكامل هذا المقدار على عزم العطالة الكلي للكرة الصماء كامسلة 


حول 6. أي : 
8 
8 16 لشم مل ترمو - 1 
5 
0 
ويكون عزم العطالة حول أحد الاقطار : 
2 2 
5 ا 1 


و - عزم عطالة خروط دوراني حول حوره : 


ليكن ط ارتفاع اللخروط و د نصف قطر قاعدله الدائرية وذلك كا يبين 
الشككل ر و ) الذي عثل مقطماً 
ماراً و ال حور . ولنعثير كمنصر 
تفاضلي شركة «ائرية موازية 
لاقاعدة على بعد 2 منبها ودات مماكة 
ل ونصف قطر ء . ان عزمعطالة 
هذه الشريحة الدائرية حولى ال حور» 
حسب () من هذه الفقرة > 
يساوي نصف كتلتها بمريع نصف 
قطرها . أني : 


(39) (42*ع.6 )هيلا 01.5 


ويككون عزم عطالة الحروط حول 2ه مساوياً تكامل هذا القدار أي 5 


لاثمم1 - 


5 أو تحط 
١8‏ 8 
وعله : 
ظَّ 
(40) خومش سووء تحط 1 
10 ) 1 ا ص 1 
0 »2 


17 سل عزم عطالة جسم حول محور ما زوايا توجيهه معلومة : 

ليكن الحم 5 والمحور 2 الذي براد حساب عزم العطالة حوله . 
ولتكن » و م و , الزوابا التي يصنمبا هذا الحور مع الحاور الاحدائية 
<ه و لإه و 2ه والني تسمى بزوايا توجيه المحور 2 . 


185 سس 


لتكن « نقطة من الحم ولتكن ,* ؛ ىك »يه اعدافايا اق + 
' شعاع موضعبا . فاذا كانت م بعدها عن المستقم 5 الذي شماع واحدته 
': فان عزم عطلة هذه النقطة «النسبة لهذا احور يلى بالعلاقة : 

40 رد حارآ 
ولكن : 


042 


جب ىد 
1 َ 1 3-3 لي 

2 2 
0 5 | حز + مم )ل يه 
م0 لا 


بر 608 7 98م0ع » و0 


وبنسر هذه الملاقة والتمويض في (41) نحد: 
0006 )+ 6 35 00 مه + :3) ]وده > بآ 
47 » 208 ,3 ,2 - بر ومن )1 ا )+ 


)2 1 7م608 © 208 5 م22 - 7 608 6 06مية رز 2 سا 


إن عزم عطلة الجسم حول احور © هو موع عزوم عطالة جيسع 
نقاطه حول هذا الحور ولذلك فانه ينتج جمع المزوم اللمثلة بالملاقة (48), 
يؤدي ذلك إلى الملاقة : 


6 8 © 608 212+ بركومع6 يآ + م ومع وبآ جه نهم رآ 


1خ 1 
(44) »© ق0ه برزومء 21 ل بر وه» م وم 1 2 + ١‏ 
حيث: 
(45) (26 +75 ),ه نع ع1 
0 )0 2 )م5 لك ح رآ 
4 


(32 + مك ) مس اع ع1 


- ١95. 


هي بالترتيب عزوم عطالة الجسم حول الحاور <ه و لزه وده وحيث: 
)48 


درط حت ولا بوم لم دي 
آنا 
049 ف 
/ 1 و2 ولا وق - حت رآ 
2 
00) حت 
0 ى! 2ت روكت رة وعد 5 - ح وآ 


تسمى بمضاريب العطالة » وقد تضمنت الاشارة السالة لتلافي جل هذه 
الاشارة في الملاقة الرئيسية (44)ء 


7 مس هصفوفة العطالة : 


تسجمى المصفوفة ابي حدودها هي عزوم عطالة الجسم ومطضاريب عطالته 
عصفوفة المطالة . وتكتب على الشكل التالي 


1 5 ا 
10) 1 رآ ,رآ 2 / 1( 
8 2 م 


ولهذه المصفوفة اهمية كبرى في دراسة المركة العامة (اجسم الصلب 
وسنرى ذلك في حينه . ويحدر بنا أن نلاحظ أن حدود القطر الرئسي 
لهذه المصفوفة مؤلفة من عزوم المطالة حول الحاور الاحدائية وأن بقية 
الحدود متناظرة بالنسبة لاقطر الرئيسي . 
21 مجسم العطالة : 

إن الملاقة (44) تعطي عزم عطالة الجسم حول محور ما بدلالة عزوم 
العطالة حول الحاور الاحداثية وزوايا توجيه احور » , م , بر . ومن 
الطبيعي أن رى أن هذا العزم بتغير بتغير الزوابا أي بتغير احور 2. 
وسنحاول فها يلي ربط عزم المطالة 1 بشماع م مول على 2 ومعر“ف 
بالملاقتين : 


اؤةا- 


8 - ) 3 
0 هن + زرط+ 1ه دمو 
ب 0 
سن هاتين الملاققين ند مركبات الشعاع م على اللحاور «ه' تزه“ 
02 وهي : 


(54) ]ارده سود 6/71 فم - ذو ]لا |4 ومن جاع 
بتقسم طرفي الملاقة (44) على 1 والتعويض فيا من الملاقة 
(54) نحد : 
(53) 1ع هفي21+ وطير! 2 + طهيآ 2 + 2ه رآ + نه برآ جتمى1 
ومن الواضح أن هذه الملاقة تمثل قطم ناقصاً محسماً لا تنطبق محاوره 
بصورة عامة على الحاور الاحداثية «ه ' نه ٠ه‏ لوجود الحدود التي تحتوي 
على الحداءات الختلطة طوءءط ؛ وه للتحولات و2 طغ'ه . نسمي هذا 
و“طء» بقع دوماً على هذا الجسم مها كانت هذه الاحدائيات . 

وأخيراً يمكن الحصول على عزم المطالة حول محور تحمل + أو م من 
العلاقة (53) التي تكتب على الشكل : 


)56 ل ده | - 1 


6 
حيث يمكن ايجاد م من بحسم المطالة . 


1695 


الفصل العاشر 
الحركة المستوبة للجسم الصلب 


الحركة الانسحابية المستوية 

الدوران حول محور ثابت 

ع الحركة المستوية العامة للجسم الصلب 

درجات الحرية 

النظريات الاساسية في حركة الجسم الصلب حول محور 
تطبيق : دراسة النواس المركب 

الحركة المستوية العامة للجسم. الصلب 

تطبيق : حركة اسطوانة دائرية على مستو مائل 
- المركز الآني للدوران والمحور الآني للدوران 
تطبيق على تدحرج اسطوانة على مستو مائل 
م توازن الجسم الصلب 


- 151" 


عرفنا الجسم الصلب سابق بأنه المسم الذي تحافظ جميع تقاطه على 
ابعادها النسبية فها بينها . هذا وتنطيق على الجسم الصلب ججيع الدراسات 
والنظريات التي آتبنا علها سابقاً . سنتعرض في الفصول القادمة إلى الدراسة 
العامة لمركة جسم صلب في الفراغ . أما الآن فسيقتصر بحثنا على دراسة 
حركته المستوية أي تلك التي تحدث عندما تتحرك جميع نقاطه في مستويات 
متوازية . وتتألف هذه الحركة بصورة عامة من فوعين من الحركات . 
١‏ إسحاب ٠.‏ 
؟ - دوراك حول محور ثابت . 


1 ل الحركه الانسحابية المستوية : 

كانت كل تقطة منه تنحرك في مستو ثأبت وكان اللستقم الواصل بين أي 
تقطنين من الحسم موازيا لنفسه في جميع أوضاع الجسم . ومسارات تقاط 
الحسم هي عندئذ منحنيات متوازية واقمة في مستويات متوازية. 

7 ل الدوران حول محور ثابت : 

حول محور ثبت بالنسبة للجسم تبقى جميع نقاط: الحسم على مسافات ثابتة من 
ذلك المحور . 


جه6هوآوت 


الحركة المستوية العامة لجسم الصلب : 

في لله العامة لاحركة المستونة اجسم السك لا نمد نوعاً واحدا من 
الحركة . فبي ليست انسحاباً فقط ولا دوراناً ققط . ويمكن أن نرى من 
المثال التالي 1 هذه الحركة العامة يمكن أك تتحلل إلى حركة انسحابية 
وحركة دورانية حول تحور ميّاسك مع الجسم الصاب . ينتقى هذا اللحور 
عادة بحيث يمر من مركن كثلة الجسم المتحرك . ولهذا الاختيار فل في 
تبسيط الدراسة الكية للحركة . ومع ذلك فلن نشترط ذلك في امثال التالي . 


الشكل (1) 
ليكن 480 مثلثاأ رؤوسه النقاط الثاجة + 028٠‏ من المسم والواقمة 
في مستو يوازي مستوى الحركة الثابت كم في الشكل (1 ) . ولنفرض أن الجسم 
قد انتقل من الوضع 8 الى الوضع '8 خلال فترة زمنية قصيرة فالحركة 
التي تمت بين الوضمين يمكن. أن نحللها إلي حركتين : 


وت إتقال الجسم من الوضع 8 إلى الوضع 17 بحيث بقي الجسم موازياً 
لنفسه وتحرك حركة انسحاية مستقيمة . 


؟ - دوران حول محور ير من تقطة ثابتة '© ناظمياً على مستوي 
الموكة . ومقدار هذا الدلوراك يتحدد بالزاوية الكائنة يبن وضعي أي ضلع 
من أضلاع اثلث في الوضمين 8 و 8 . 


2 


7 ل برجات الحرية : 


الاخيرة 0 من المرية في الى 0 فائنا نستنتج أن رك 
الانسحابية المستورة درجتان من المرية أيشاً . 
لأن وضم الحسم الدائر يتعين بزاوية الدوران « متحول واحدء . 
نستنتج من ذلك أن الحركة المستوية العامة لاجسم الصلب ذات ثلاث 
درجات من الحرية لتركيها من الحركتين السابقتين . 
7 س النظريات الاساسية في حركة الجسم الصلب حول محور' : 
سنتناول في هذه الفقرة النظريات الأساسية التي تساعدنا على دراسة 
الحركة المستوية العامة للجسم الصلب . 
5 نظرية المزدوجات : 
إذا أثرت موعة من القوى في جسم صلب فان هذه الجموعة يمكن 
أرنت ترد الى جموعة مكافئة مؤلفة من قوة وحيدة تؤثر في نقطة معينة 
ومزدوجة مناسبة . 
البرهان : تكن ,7 القوة المؤثرة في النقطة,8 من. الجسم . ولنختر 
نقطة ما © من الجسم أيضاً . ان وضع الجسم الحركي لا ا 
قوتين متعا كستين 2 و7 مؤثرتين في نفس النقطة © » لأن إحداها 
تعطل الأخرى » الشكل (2 ) . وزى بسبولة ان القوة ,5 « المؤثرة في,8» 
1 : 8 جب 5 ج د 
تكافيء عندئذ مجموعة القوى :# المؤثرة ني < و # و يم «١‏ المؤثرنين 
هه 
في 0 ». فاذا اخترنا ,3 ست ” اصبحت الجموعة المذكورة مؤلفة من القوة 5 


- 1١598 


الؤثرة في بم والقوتين 
جد احم 1 

5 و80 - المؤثرتين في © . 
فاذا اعتيرنا " المؤثرة في 8 


- 5 8 
و ”ال المؤثرة في © 
كزدوحة فان المموعة تكافيء 


ع ا 00000 
قوة |7 مؤثرة في0 ومزدوجة 


د 


الشكل (2) 


و جب ح_ 0 جه 
8و5 عزمها يساوي 9 لم 028 . فالقوة ,1 


قد ردت إى قوة ومزدوجة 
فاذا طيقنا نفس الفكرة على 
يمع القوى 7 المثلة في 
الشكل ( 3 ) فانها عندئذ 
تكافي«مجموع القوى ,7 المؤثرة 
عزمبا يساوي مجموع عزوم 
الزدوجات القابلة . أي ان 


. 0 
مجموعة القوى ,75 قد ردت 


5 عو ع 0 1 
. إل قوة وحيدة 8 لير -م توتر في التقطة الخقارة © ومزدوجة عزمها 


ج + ج 
5 8 2-0 د الى 


58س 


4 


وهكذا فقد أمكن رد مجموعة القوى الى قوة وحيدة ومزدوجة 

مناسستين . 

ب - نظرية الطاقة الحركية : 
الطاقة الحركية الخسم 

صلب هركز كتلته © وعزم 

عطالته حول محور مار من 

الحركية ركز كتلته والحداء 

2ن 41 حيث نن0 السرعة 

اللورانية حول ذلك الور 

أي : 

(1) مس1 1ل أحسة- 18 
ابرهان : ليكن الحم شكلر»ه) 

الصلب 8 المتحرك بالنسبة للجملة وده ما في الشكل ( 4 ). ان الطاقة المركية 


للجسم هي : 


جدابه + 
(2). سه لز ا )1 عمس 4 “لم | و حسة م1 ] جم 


جدا اي 
3 ص ل س4 ]| 3 ب سة |1 7 
ان الحد الاول من الطرف الاعن يساوي 
4 3 05 د اعم + ح دوك 1 2 


- ١55 


أما الحد الثاني فساوي 
 )5(‏ س1 - سة و ] لم 4 ع سل ةلس ا 1 تس نو 1 


اما الحد الثالك فهو ممدوم لأن 


)6( محسة. ]م سق ]1 
اذ : 
7( “م1 جرس خخ - 1 


وهي العلاقة المطلوب البرهان على صحتها . 

ويجب أن نلاحظ أن الطاقة المركية للجسم النائمة عن دورانه حول 
محور ما هي : 
)5( 11 
حيث 1 عزم عطالته حول هذا الحور: و ده ااسرعة الزاوة للدوران. 
ح ‏ نظرية الطاقة الكلية : 

إن هذه النظرية تمتمد على مبدأ انخفاظ الطاقة . فاذا كانت القوى 
الؤثرة في الحم مشتقة من كون كانت الطاقة الكلية لا + 8 س 8 ثابتة 
اي محفوظة وتكتب عندئد هله العلاقة على الشكل التالل : 
)9( آبت 8 ل ب س1 + لمسرة 
وقبل تطبيق هذه النظرية التي تمد من ام نظريات حركة الجسم الصلب 
يجب التأكد من أن الطاقة محفوظة . 
د نظرية الاندفاع الزاوي : 


مه د 


حول ذلك الحور فان الاندفاع الزلوى للم بساوي 


(10) 0 
البرهان : يمطلى الاندفاع الزاوي للجم حول تحور الدوران بالملاقة 
جا ابي ج د - 5-5 
)1 صرق رمعم/ ع 4 أو لالم 55 4-2 


حيث كل من الصينتين ثكافىء الأخرى وحيث ,+ عثل بعد التقطة : 
عن محور اللوران . ولا كانت حركة كل نقطة من الم هي حرحكة 
دائرية مركزها واقم على محور الدوران فاك : 


02) 


ل 
وعندئذ يكون لدينا : 


جل 3 
لك 37 


1 


(013) 5 )مس ل + 2 - 


ولكن بصورة عامة 

(014) 06 ات )ا كا اق 2 
إذث 

(015 6-500( لم)سمط - م 
أو : 

(016) ا 3< 5 


وي الملاقة التي كنا نسعى وراء البرهان على صحتها . ونلاحظ أن الحد 


11 حم 


الأخير من ألعلاقة (15) معدوم لتعامد 9 مع 9 الأمى الذي تحمل الحداء 
الداخلي لما ممدوما . 

ها نظرية عزم القوى : 

إن العزم الكلي حول محور الدوران للقوى المؤثرة في الجسم الدائر بتأثيرها 


_ِ_ ا 01 2 
07 6 1ع اس اع داك نر 
٠‏ حيث © مثل التسارع الزاوي . 


البرهاث : لقد رأينا سابقاً أن الاندفاع الزاوي وعزم القوى المؤثرة يرتيطان 
بعصها ف الجالة العامة بالعلاقة + 


إن استمال العلاقة (10) في العلاقة الأخير ة وإدراك أن عزم المطالة ثابت 
يؤْديان إلى العلاقة المطلوبة أي : ش 


و نظرية العمل العنصري : 

إن العمل المنصري الذي تنجزه القوى المطقة على مختلف نقاط الجسم 
خلال فترة زمنية قصيرة 34 التي ترافقها تغيرات :كل في مواضع نقاط المسم 
هذا العمل يعطى «العلاقة : : 
(20) 0 م - 2ل سو - 319ل 
حيث : 


0 | ©04 ا 


5.5 د 


البرهات : يمكن كتابة الممل المنحز على الشكل : 


ىف 
اك مم 
0 1 لد ل 
0717 
ع جدا جه ج جط 
)21 (كا/رنه الننسد ب ل لار سدلك 
0 1 


جا جد جد اجا اجا 
عل بق . هج ع عل زم 1 2 - 
: 0 


046 م - غ0 و سح 01 زر ه 23 - 
دصي العلاقة ( 20 ) المطاوبة . 
وبجدر أن نلاحظ أن الاستطاعة عندئذ هى : 
هجح ح 4ل / 017 د م 

ز ‏ نظرية العمل الكلي : 

إن العمل الكلي الذي تنسزه القوى المؤيرة على الجسم الدائر 
محور بين وضعين مختلفين يعطى بالعلاقة : 
حيث رم © وم قيمتا أأت رعة الزاوبة ف الوضمين 1 ) ©2028 56 ( 
والآخير ) و6 2 ك). 

البرهاك : نحصل على العمل الكلي بتكامل العمل العنصري المعطى بالملاقة 
(20 ) وذلك بين الوضعين الختلفين إذن : 


عات 


م0 5 6 6 
(25) 9 1]-48ه1]- 16م]-" 
02 6 6 


لك 
1 1 و1 1 - ه191 ] - 
وى الملاقة المطاوبة . 5 


ملاحفلة : كان بمكاننا أن نبرهن على صحة هذه النظرية بطريقة مباشرة 
تستّمد على أن العمل المنحز يساوي الفرق بين الطاقتين الحركيتين أي : 
17 ص1 ع خا 
ل 40 االنوزاة اغرل عون أغلة. 0:1 افيوق ازا 
و يس 11 . وهذا يؤدي مباشرة الى العلاقة (24) المطلوبة . 
ح - نظرية انحفاظ الاندفاع الزاوي : 
إذا كانت القوى المؤثرة على الحسم معدومة فان الاندفاع الزاوي محفوظ . 
البرهاث: نا كات عزم القوى ,* معدوماً في حالة القوي المعدومة 


ولا كانت : 
<< قن ج)ج 
(28) 0-7 
٠‏ 3- 
فاننا نستنتج ان موععلق/2 0 ومنه: 
جب و 
(27) 4 ح يل 


اي ان الاندفاع الزاوي محفوظ . 
ط ‏ نظرية الدفع الزاوي : 
الدفه الزاوي النائج عن القوى اثناء الدوران بين وضمين مختلفين للجسم يساوي 


اكت 


الفرق بين قيمتي الاندفاع الزاوي في الوضمين أي : 

جا جد جاه 

(28) 4 ح- رف ع ول 
البرهان : بعرف ادقع الحملي بين لنتين ,+ يه ابأنه: 


0 


ف 
عل "1 حل 
و 
والدفع الزاوي العلاقة : 
0-0-7 جح 
(29) +0 4 1 
1 


وباستعمال الملاقة (26) نحد العلاقة (28) المطاوبة , 
1 س- تطبيق : دراسة النواس المركب : 

يتألف النواس المركب من جسم مادي يدور حول محور ثبت . والفرق 
بينه وبين النواس السيط هو 
اعتبار كل كثلة الحسم في 
النواس السيط متجممة في 
نقطة واحدة سعد مسافة ثابتة 
عن محور الدوران » على 
تقيض ما في النواس المركب 
من اعتبار الكتلة موزعة في 
الفراغ الذي يشئله الجسم 
الصلب الذائر توزيما ثبت . 
ولذلك فان دراسة حردكة الشكل ( 5 ) 
النواس الرحكب ما هي إلا دراسة حركة جسم صلب حول محور ثابت . 


ات 


ليكن أذن النواس المركب 8 البين في الشكل (5) والذي يدور حول 
ال حور الأفقي ٠‏ المتعامد مع الشكل . ولتكن 0 مركن ثقاه المتعين موسْعه 
بالزاووة © في لحظة ماء . علا بأن بعده عن محور اللوران ثابت وليكن 
ه. ان القوة الخارجية الوحيدة المؤرة على النواس هي ثقله ٠‏ 

ج ِ 3 
(830 [ قوص- > وس ع #, 
لكتابة معادلة حركة النواس هذا يمكن اتباع احدى النظريات السابقة . 


5 طريقة اولى : ( نظرية انحفاظ الطاقة ) : 
الما كانت القوة 8 مشتقة من كون 
جاج 
(31) ©0608 وعص ل د رع ورا هد 80 [ ع م7.04 ) سام 1 
فاث من الممكن استخدام نظرية انخفاظ الطاقة الكلية اي : 


(32) ثآبت 8ع لا +ع 

وهذه الملاقة تكن بالشكل 

14 ثابت طاح © ومو ووم - :س1‎ 33١ 
: ولا كانت 6 - ه فيسكن اعادة كتابة العلاقة (33) على الشكل‎ 
عط - 1/ دعلا و د 6 ووونوة  :و‎ )34( 


حيث 1 عزم العطالة حول الحور ٠‏ . وتمثل العلاقة الاخيرة معادلة حركة 
النواس المركب 8 حول احور ه . إلا انه لما كانت 8 ثابتة خبامكانتا 
الحصول على علاقة مكافئة للعلاقة الاخيرة وذلك باشتقاقها بالنسبة للزمن . 
٠ 205)‏ ع / 06 مزه ثه + 8 6 

وبما اث ه عي © - م في حلة الحركة فالاختصار على /© ممكن 
وتأخذ ممادلة المركة الكل : 


اكه؟] د 


36( 6س © وزو *ثئ بل ,+6 
03 ب ل طريقة ثانية : ( نظرية الاندفاع الزاوي ) : 
لدينا في هذه الحالة الملاقات الاساسية التالية : 


+ ج 
(37) 12/4 در 
+ 0 ج اجا اج 
( زممس-)م([90ه6هءه- 91 سموو)ت مره دمر 
)د 

(38) عا © هزة م مر ساد 
- جد جادااج 
(39) عل /16 د عا ه1 د م1 ع2 


ونحد بدمج الملاقات الثلاث هذه معادلة ال مركة سساشرة أي : 
٠ )40(‏ - © موتك + "6 ع 6 هذ (1/ عو ص ) + مم 
وي نفس الملاقة التي أوجدناها سابقاً والتي يؤدي حلبا إل معرفة 
الزاوية 68 التي تمين وضع النواس بدلالة الزمن 0 

ح ب دراسة حركة النواس المركب : 

يمكن دراسة حركة النواس المركب من خلال إحدي ممادلتيه التفاضليتين 
(34) و (36) . ولا كانت الملاقة الأولى منها تمطي السرعة الزاوية مباشرة 
فترى من الأفضل القيام بهذه الاراسة من هذه الملاقة . ففي الملاقة (34) 
تتعان 10 هن شروط الدء >" 
)4 مه ص ن'9 ه '9 ,م ع © - © رمادع 
ولقد اخترنا الوضم الابتدائني يمحيث كان مركز الثقل على الشاقول تحت 
محور التعليق وذلك لتسيط المعادلة والدراسة . شروط البدء هذه تمني 
أن النواس كان في لحظلة البدء قِ وضع التوازث المستقر 6ع © وأعطي 


6[ 529 له 


سرعة ابتدائية رده . وهذه الشروط كافية لتبين 5 من الملاقة' (34) نفسبا 
حيث جد : 
(42) ذه 25/1 1ر28 
والتالي : 
(2)1-60589غ2 دس -28/1 + © و0ه2435 - 6,2 


أو : 
(43) (9/2)خصةه *44 - أن - 8© حاكن 


عؤ4/ كن د رك ) غم 


أو : 
(44) 4ن ل - ( )مه 
أي : 
)45١(‏ (24 /مه)منةوعمة 2 + ده 


فازاوية © إذ تتأرجح بين > + و م والحركة عندئذ حركة 
اهتزازية . ولكن للا كان 1 > (2/ ه#6هنه فان شرط امكان انمدام 
1 > عل 4 ركس 


0 


أو : 
(46) 2 )>>ىهس 


فاذا تحققت هذه المتراجحة كانت الحركة اهتزازية شا سبق » وإلا فالسرعة 


دمء؟ - 


الزاوة لا تنعدم والحركة مستمرة في اتجاه واحد تحدده اتجاه السرعة الزاوية 
الابتدائية ٠.20‏ 


د حالةالاهترازات صفرة السعة : 
في الحالة الخاصة عندما تكون الاهتزازات صغيرة السعة يمكن أن نستعيض 
عن © «زه بازاوة 6 نفسها فتأخذ معادلة حرة النواس اركب الشكل 


البسيط 

(47) ين 
ويحلي حلبا الزاوبة © بدلالة الزمن أي : 

(48) (4 +عة) مزه © - 6 


حيث بتعين ثبتا التكامل من شروط البدء . ففي حالة 'الشروط العطاة 
بالعلاقات (41) نحد 


(49) [روعس لا ( مسه/1) عد ىه / 0-4 
نلاحظ أن المركة دورية - »ا تيين العلاقة (48) -وأن دورها م بحب أن 
حقق العلاقة 
ج2 - 42 
أي : 
)50 وومس/1 /ا >2 - 4/ »2 ع م 


ه ب النواس البسيط الكافيء للنواس المركب : 

النواس السيط الذي بكافىء النواس الركب هو الذي تتجمع كتلته في 
نقطة واحدة ويكوث طوله ,1 ( بعد الكتلة عن مركز التعليق ) يخيث يكون 
دوره مساويا دور النواس ال مركب . ومن السبل أن نستنتج معادلة النواس السيط 


- 5.9 


من ممادلة النواس المركي ملاحظة ان الفرق بينها هو في عزم المطالة فقط . 
فمزم المطالة للنواس البسيط هو 211,2 -5 والمادلة العامة للنواس البسيظ 
عندئذ تأخذ الكل : 

(51) [/ود ث8 مج © مله 8+ 60 

وحتى رتكاف النواسان تمام يب أن يكون: 


بآ /ع ع 1 / وقوه أو 2 -5م 


قارث الممادلتين (36)و(51) ٠‏ ومنه 
5 ا هه 


حيث 8 نصف قطر عطالة النواس المركب حول محور تعليقه . 


الشكل ( 6 ) 
إذث فالنواس الإسيط المكافيء للنواس المركب الذي بعد مركز ثقله عن 


ب15١6‎ - 


حور التعليق ه وكتلته مد وعزم عطالته 1 ونصف قطر عطالته حول هذا 
احور 1 يتصف بأن كتلته مي دم نفس كتلة النواس المركب وبأن طوله 
معطى بالعلاقة (52). 
و النواس المركب ذو الدور الاصغري 

يكوث الدور : 

وود /1/ 2 دم 
اللعد 8 يمكن تغبيره ٠‏ ونا كان حسب نظرنة الحاور المتعامدة 
11 015 جح ثمقم + .1 ع 1 

حيث ,1 عزم المطالة حول محور مار من مركز الثقل ويوازي تحور 
التعليق » فان الدور يكتب بالشكل : 


0 2007 )53( 


2 


م5 


2 
1 


م22 1-2 
32 


أي عندما ه ع ,ا وقيمة الدور الأصغري التعويض هى: 
(54) / 22 ديم 
ز ب النواس العكوس : 

بما أن دور النواس المركب يأخك قيمة صغري عندما ,اح ه فان 
تنيره بدلالة ‏ هو كم بين الشكل (7 ) . وهذأ يمني أن الدور يأخذ قيمتين 
متساويتين من أجل بعدين مختلفين لركر الثقل عن محور التعليق » مثل 


51١١‏ د 


بعد مركن ا لسْمل عو حورا تدوران: 


الشكل 7) 


ه ‏ كا في االشكل( 7 ).والعلاقة التي تربط هذين البمدين ه ‏ ط تنتج مباشرة من 
تساوي الدورين القابلين لما أي : : ١‏ 


5-4 2 
8 :ل/ سب دوم 


لا 
جسن 206 
/82ج طلا سك درم 
7 
والمساواة بها تعطي : 
او: 
(55) ا طبه 


51س 


فاذا علق النواس على بعدين ه ١‏ ط مرتبطين بالعلاقة (55) كان له نفس 
الدور في الحالتين . النواس 
الذي يحقق هذا الشرط يسمى 
بالنواس المكوس . وبمجدر 
بالذكر ان محور التعليق عر 
من إحدى الدائرتين اللتين 
مركزاهما في مركز الثقل © 
ونصفا قطرمه] ما هء؛ءط 
المرتبطين بالعلاقة (55) كا بين 
الشكل (8). الشكل (8) 
1 - الحرعة المستوية العامة للجسم الصلب : 

يمكن أن تعتبر الحركة العامة المستونة لاجم الصلب كجموع حركنين 
احداهما انسحابية والأخرى دورانية حول حور مناسب متعامد مع مستوى 
المركة . وليس من الضروري اخذ محور الدوران ماري من مركز الثقل 
وانما في كثير من الحالات يفضلل مثل هذا الاعتبار . ان النظريات العامة 
السابقة في هذا البحث تنطبق على الحركة المستوبة العامة لاجسم الصلب.ويضاف 
مبدأ الاندفاع الحطي لاجزء الانسحابي من الحركة وبتلخص هذا المبدأ في العلاقة 


)56( 


الذي وجدناه ف السابق عندما درسنا يجموعة نقاط مادية 3 حيتث 12 


الكتلة الكلية لاجم و 8 القوة المارجية المؤثرة عليه و يه تسارع مركز 
ثقل الحم . وبحب الا ينيب عن الذهن أن أم الملاقات الستخسة في 
دراسة حركة الحم الصلب 2 العلاقة 0600) والعلاقتاك : 


51# ل 


4 
)57( 2ه 7 ديم 
(58) (ثبت) 7-8 + جمآوي تمس سلا +1 
حيث ترمز ء لركز الثقل . وقد سبق أن استخرحنا هاتين الملاقتين 
بمورة عامة . النطيق التالي يوضم ما تقدم . 
11- تطبيق : جركة اسطوانة دائرية على صيتو ماثل : 

تدوج اسطوانة صاء نصف قطرها عم باحتكاك وبدوث ازلاق 
على مستو مائل زاوة ميله على الافق © . المطلوب دراسة حركة هذه 
الاسطوانة . 

عثل الشكل (9) وضعي الاسطوانة .في لحظة البدء ولحظة ما غ». وقد 
اختيرت جملة المقارنة العطالية المستوية حيث أن عه ينطق على خا[ اميل 
الاعظم للستوى المائل و ره يتعامد عليه في مستوى الحركة الشاقول . 

القوى الؤثرة على الجسم ( الاسطوانة ) هي : 

1 الثقل ع 

2 - رد الفمل 23 


و- الاحتاك م 


الشنكل (9) 


-؟1١5؟‏ ا 


إن تطبيق الملاقتين (56) و (57) 9 ' 


جا اجا اجا 6 
(59) + + 8 + وص ع ياس 
ره جد ويه 
ولكن الشكل يشير إلى ان 
)61( 9 8 م - 0 مأواع 0 
2غ" 8 608 105 -0 
(63) م 
6( 04-1 
(65) سخ ع 12 
ج 3 ج 
6( عا !© ه عا ن ع ن 
وبالتعويض في الملاقتين. (59) » (60) نجد : 
3 
67( ذ(4 - » مزه مس ) د يلم 
(68) مص/ 24 - ,6 


هاتان العلاقنان الاخيرتان تعطيان تسارع مركز الثقل ( اي تعين المركة 
الانسحاية ) والتسارع الزاوي ( أي تمين الحركة الدورانية ). 
إلا أنه هناك علاقة بين التسارع الزاوي والتسارع الانسحابي ( تسارع 
ف الثقل ) . وتنتج هذه العلاقة من ملاحظة أن الاسطوانة تتدحرج 
بدون انزلاق مما عومل المسافة التي ينتقلها مركز الثقل تساوي طولالقوس الذي 
تتدحرجه الأسطوانة . أي 
(69) 4 - 51 
حيث '0 هي النقطة من محيط الاسطوانة التي كانت في 0 في لظة البدء . 


0 ل 2 


والتالي : 
)70( 8ه/ مد د به أو ه/ ع - و/028 -6 
وبتركيب العادلتين (68) » (70) ينتج: 
)01( "عسة دع 
وبإسقاط الملاقة (67) نجد : 

0 ص لووصر 3 1 - هصاأة وصدكت تدصر 
أوا: 

3 ك-_2 

)72( 60ح او مصزوم حب حادم 


وإذا فراضنا أن شروط البدء يي 


)73 60> وز و20 ودعرهة در 69ت ى*«دوه-: 
فاننا نجد : 
)74 ود © (ه ضوع )دع 


فالحركة الانسحابية متسارعة اتتظام على المستوى المائل . والمرحكة 


(25) فزع مه كي )- و أو م داه كي ب تك 


هذا ويمكن حساب عامل الاحتكاك 


1 _ »صن 7 عمه ‏ ث _ 
)76 للج ا ع 6 وده م و ال ل 


نلاحظ أنه حتى تنم الحركة بدوث انزلاق يجب أن يكون عامل الاحتكاك 
مساويأ على الأقل اقيمة السابقة . أي أن شرط عدم الانزلاق هو 


649 1 ٍِِ دم 


511 ل 


1 - المركز الآنى للدوران ٠‏ المحور الآني للدوران : 
ليكن الجسم الصلب 8 المتحرك حركة مستونة موازية للاستوى الثابت 019 


3 في الشكل (10) . ولتكن بده جملة عحاور متماسكة مع الحم المتحرك.. 
عندما يتحرك الحم لا بد أن تكون هناك نقطة ثابتة يدور الجسم حولما 


الشكل (10) 


في أنه لحظة من الزمن . وهذه النقطة قد لا تكون نقطة من الم وهي 
نقطة من الجلة المتحركة على أي حال . وهذه النقطة التي تسمى بالمركز 
الآني للدوران تكون ثابتة آنا في اللحظة + بالنسبة لاح<ملة 057 . ورور 
الاحظة الزمنية ؛ تتغير هذه النقطة فيكل من الخلتين برمده و 03. ففى الاحظة 
» مثلاً لتتكن ,م من الخلة اللتحركة مركز آنا الدوران أي ساكنة في 
اخجلة الثاجة لاغا0 . ولتكن ,8 موضعبا في الخلة الأخيرة . وفي لحظة يء لاحقة 
يكون الحم دائراً حول نقطة اخرى يم موضمبا ,م في السلة الثابتة . 
فالركز الآني للدوران تنير إذن في كل من الملتين الثابنة والمتحرحكة . 


5١976 


ولذا يمكننا القول بان المركز الآني للدوران يرسم منحنياً في كل من 
الجلتين . ويكون المنحنيان مشتركين في تقطة واحدة في أنة لظة » . 
بفيد ذلك أن النحني الذي برسمه المركز الآني للروران في الخلة المتحركة 
لتاسكة مع المم يس المنحني الذي برسمه الركز الآني في الجلة التاجة » 
اي أن الأول يتدحرج على الثاني . نسمي الأول بالتحنى الحم بي اللركز 
الاني للدوران او التدحرج با نسمي الثاني بالنحي الفراغي لهذا المركز 
او القاعدة . م نسحي احور المتعامد مع مستوى الحركة والذي عر من 
المركز الآني للدورات بالحور الآني للدوران . 


عندما تكون حركة الحسم حركة دورانية صرفة حول تحور ثابت يكون 
المركز الآني للدوران ثابتآ في كلتا الجلتين وهو مركز الدوران .أما احور الآني 
فهو محور الدوران نفسه . أمافي الحالة الي تكوث فبها حركة الجسم اسحابية 
فقط فيمكن اعتبار هذه الحركة دورانية حول مركز في اللانباءة وبالتالي 
فالركز الآني للإروران واقع في اللانهاة . 
٠‏ لتعبينالمنحنى الفراغي ل كز الآنيلإروران والقاعدة» نتير النقطة «المتحركة 
في كل من الخلتين الحسمية :رده والفراغية لا:0 كا في الشكل (11) . 
أن اللسرعة المطلقة للنقطة ط ( أي في الخلة ا01 ) تعطى بالعلاقة 


جا اجا جه 
(+ +8)ء2 جد ورم 


جم ج 
عرلا + 1 ,1 د 
ولكن : 
جد اجا ب 3 
و ارك عيلآ. حدم[ 
إذك : 
جا اها جد جِ 35 
)78 دالرن + يآ + ارط ع ورط 


ث6ما؟ ب 


ج 
- 4 3 جسم جد 


2 امم جم 1 لمبسس عل ك1 يست بو 
4 ا" 


1 م المطلقة في الخلة لاعا0 ةيا الجلة 
المتحركة 015 لنمتير الآن أن م2 20 المركز الآني للدوران 85 فبى اذن 
في اللحظة المتبرة ع نقطة ساكنة في كل من الحلنين أي ه ث7 اع 


جم 
ه ع ال //رءك ٠‏ 


إذتث : 


)79 0 جاجد جح ٍِ جِ- 


: 09 0 
وبضرب طرق (79) خارجياً ب م نحد : 


3 ج جا اجام جد جح 
سمه - دإل8 - و)ممه ]م نه 
أوا: 
جد اجا جحاجدا اجدا ا جا جد اجا اجد ا جا 
كرس - د (سان)(8-ن) -[(8- م).هس]إنس 


-15- 


المذ الأولد مق التازك الاين امستوم لماجة هعم [ 0210 ) 


إذك : 
جا اجا جد جد 
دام ها (8 - م)تاس 
ومنهة : 
7 كد حم ع - 
عل / 8 4م مس لك 00 
(50) 2ن« دكن م اذهك 
فاذا اختيرت ٠‏ منطيقة على مركز الثقل © كان : 
35 جا اه 
81 ) “1ل قف هه يي مد م 
0 3 
75 - 
حيث تتمين ,8 و غ/ ,8 ك من المرحكة الانسحابية ركز الثقل 
وفق العلاقة : 
ج)ِ ) 
)52( 7 ع 2و |8 علس 


فالعلاقة ,81 تعين لنا اذث المنحنى الفراغي لهركز الآني للدوران. 
4 نطبيق على ندحرج اسطوانة على مستو مائل : 

لندرس التطبيق السابق الوارد في الفقرة 7111 بالاستناد إلى المركز الآني 
للدوران . يتعين المركز الآني للدوران ,الملاقة : 


7 دكات 
ج و 
1[ عناخ لم هه جا جد 
0 + 85 عدو 
ل ين 0 
ل 0 م 8 - 
ب 
[ .عقون دوت 
لك 0000-6 


شكل (12) 


وبالاسقاط على ا حورين ع0 و لزه نحد : 


(83) © إينا- ماح ه إينا ح ولا د املا و ايك حار 
هاتان العادلتان تعينان المنحني الفراغي للمركز الآني للدوران . ونلاحظ 
أن الركز الآني للدوران واقع على مستقم يوازي لا0 وير من © © كما 
تين الملاقة الاولى من (83) » وانه بعد عن 0 مسافة م يه - ه. 

في الحالة الخاصة عندما لا يوجد انزلاق تكون سرعة مركز الثقل 
د ه ح ونا وتصبح معادلات المركز الآني للدوران: 

متيو او لسسع 

وهذا يدل على أن نقطة ماس الاسطوانة مع الم.توى امائل هي الرحكز 
الآني للدوران ؛ وأن احور الآني للدوران هو مولد الاسطوانة الواقم في 
المستوي المائل . 

3 


نلاحظ من (83) أن الركز الآني للروران في جملة الجسم يبعد مسافة 
ده |.ن عن مركز الثقل © » فالمنحني الحسمي المركز الآني للدوران هو 
دائرة مركزها © ونصف قطرها ده / ,د ط . وفي الحالة الحاصة عندما لا وجد 
انزلاق يصبح نصف القطر : 
ماع واه وس مهإره د طم 
زكرن الفدئ: الممبلى ارهن الذق: تورات" عيطل'الاسطلوانةء 


والآن محكن تطبيق نظرية المزم الزاوي 36 / 2 - م للدوران 
حول م وذلك قي حالة عدم وحود انزلاف : 


0 ج ب د 
)85 عل ه سنهه عمس ع ( 1 ه صنق هص) لم ([ه-) ع مم 
ج+ 08م 07 000 ب 
عا / ©2826 م عا © ( فس +1 ) عه وآ - ,4 
3 0 
(86) عا "6*مص 82 - 6 [ر4 4 
ومنه : 
3 5 
"0 ثم وم حي عه صاقة قط 
أو 
(87) مدل كد ب “وق 
لك 38 
ولمدم وجود انزلاق يكون: 
6ه جاركلا جح لودع 
وهذا ما يؤدي إلى : 
(88) 6 سه _- بك 5 كك ره 


]5 ]يلد 


وهكذا فان الملاقة (87) تسلينا نفس التسارع الزاوي الذي وجدناء في 
الدراسة الأولى . انظ الملاقة (75) .م أن الملاقة (88) تعطينا نفس التسارع 
الحعلي الذي حصلنا عليه في العلاقة (72). اذن فالطريقتان متكافئتاك تام التكافؤ 
من حيث. دراسة الحركة . 


1 - توازن الجسم الصلب : 


لا كان التوازن حالة خاصة من الحركة فان الجسم الصلب يكون متوازناً 
إذا كان لا ينسحب ولا يدور وهذا يعود إلى الشرطين : 


3 جح 
ده > وى 5 6ن 


اي ان محصلة القوى المؤثرة الخارحية ف الحسم معدومة والعرم الحاصل 
هذه القوى معكوم أيضاً . 
وجدر أن نلاحظ أن مبدأ العمل الافتراضي ومبدأ دالمبرت المشتقين 
من أجل مجموعة من النقاط امادبة ينطقان هنا لأأن الحسم الصلب حالة 
خاصة دلجموعة النقاط المادية . وفي الخالة التي تكون فبا القوى الحارجية 8 
مشتقة من كون : 
ج جب م اج ل 
الى - دعد”ي او 7.4 ]--١ك‏ 
8 فط ١‏ 2 روخ م جح 
0 ج50 ي572 5 يو أو م - لاي9 
وإن التوازن مستقر إذا كان الكون في نهالة صغرى وغير مستقر إذا 
كان في نهااة عظمى » م رأينا في السابق . 
فالشرط اللازم والكافي ليتوازن الحسم هو انعدام القوى ( أي انعدام 
مشتقات الطاقة الكامنة ) وان يكون المسم بالأصل بدون حركة ١‏ أما 


ا 


الشرط اللازم والكافي لاستقرار التوازن فهو عندئذ كون الكوث أصترياً. 
7 ل تطبيق * 


بقف رجل وزنه ,7 على رأس سل طول ابة وزنه 7 ويستند الى 
الجدار بدون ,احتكاك والى الارض باحتكاك مم . بين أن شرط التوازك هو 


حيث » زاوته مع الارض ٠.‏ 


شرطا التوازث هما انعدام حصلة القوى المؤثرة وانعدام محصلة العزوم 
هذه القوى حول نقطة ما ولتكن 4م مقا + اذث : 


وباسقاط هاتين الملاقتين عبى ره وبره نحصل على اربع علاقات حلبا 
يعلى : | 
مه ( 378/2 +2ى73) عدار دم 
شن حكن 
( على الطالب أن يتم الممليات الحبرية بنفسه ) . 
فاذا حصل التوازن كان يللم - 8 أو: 


ومن الواضح أنه اذا كانت قرمة عامل الاحتكاك أ كبر من هذه القيمة 
فان التوازث يقى محققا الا أنه ينعدم من أجل قيم أصنر هنما ولذلك 
فالتوازن يتحقق اذا كان : 


03 16 هنا 


كنا 
ش ور يخ 
"نصلكاريايشر 


الحركة الفراغية للجسم الصلب 


- الاندفاع الزاوي للحركة: الدورانية للجسم الصلب حول نقطة 
الطاقة الحركية الدورانية للجسم الصلب حول نقطة 

محالور المطالة آلر يسبب 

الاندفاع الراوني حول محاور العطاثة الرئيسية 

الطاقة الحركية حول مغاور العطالة الرئيسية 


ب نظرية الاندفاع الزاوي ومعادلات اولير للحركة 


المستققيم وا مستوي اللامتحولان في حالة :انعدام العزم الحاصل ٠‏ 
حركة الجسم المتناظر » المخروط الجسمي والمخروط الفراغي 
تطبيق : حركة الارض 

زوايا أوابر 

تهيين مركبات شماع الدوران بدلالة زوايا اولي 

دراسة الركة بدلالة زوايا اولي 

حركة الدوامة الجروسكوبية 

تفسير الخركة الجروسكوبية للدوامة 

الجيروسكوب 


- 5597- 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبقي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع امءطئ_مهددهحات /داتعل عمو بداءمدة/ رعم اا 


لقد درسنا الحركة المستوة لاجم الصلب بشيء من التفصيل »© ورأينا 
ان هذه المركة مؤلفة من مجموم حركتين : حركة انسحابية مستوية لتقطة 
منه وحركة دورانية حول محور مار من تلك النقطة ناظمياً على مستو 
ابت . ولقد رأينا أبضا انه من المفيد في كثير من الأحيان أن تتمين 
الركة الانسحابية لركز الثقل وان تعتبر بمد ذلك الحركة الدورانية حول 
محور مار من مركز الثقل . 

أما الحركة العامة الفراغية لاجم الصلب » وه موضوع هذا الفصل 
نبا تتركب بصورة عامة من حركتين الأولى انمحابية في الفراغ انقطة 
من الجسم والثانية حركة دورانية حول محور مار من تلك النقطة وله مننحى 
متغير مع الزمن . وني الصارة الأخيرة يكن الفرق بين الحركتين الدورانتين 
المستوبة والفراغية . في حين كانت درجات الحرية ثلاثا بالنسبة لاحركة 
المستوية الجسم الصاب ند هنا ان درجات الحرية تصبح ستاً . ثلاث منبها 
اتعيين الحركة الانسحابية الفراغية والثلاث الأخرى لتين الحركة الدورانية 
لأن تسين محور الدوران يتطلب متحولين مسيتقلين وتعبين وضم الحسم الدائر 
حول هذا احور بتطلب متحولاً مستقلاآً واحداً . 

ورأينا فها سبق أن مركز ثقل جلة ميكانيكية متحركة يتحرك وكأنه 
خاشع ليع القوى التي تؤثر على مختلف نقاط الحملة . فحركة مركز الثقل 
هي حركة انسجابية تتمين «الملاقة : 


)0 
كك 


حت 3 1 مركز ثقل الملة و 6 الكتلة الكلية الجملة التسركة 


و 5 عصلة جبيع القوى المؤثرة في نقاط المجموعة . إذك فالحركة الانسحاية ٠‏ 
الجسم الصلب ترد إلى حركة نقطة واحدة . وقد أتينا على دراسة هذه 
الحركة التفصيل في فصول سابقة . ولذلك ستخصص هذا الفصل لإدراسة 
التفصيلية انحركة الدورانية حول محور متغير مار من نقطة معينة . وسنسمي 
هذه الحركة اختصار)ً بالحركة الدورانية حول نقطة . 

1 الاندفاع الزاوي للحركة الدورانية للجسم الصلب حول نقطة : 


لتكن © نقطة ثابتة من الجسم الصلب المتحرك 8 8 . ولنعتير 0 
هذا الحسم حول هذه النقطة. . ففي أنة لحظة زمنية ع يكون الجسم دائر 


حول محور مار من 0 سرعة زاوة نه ٠‏ وجب النذكر أن هذا الحور 
لبس ثبت وافا يتغير من لمظة الى لخرى ء الا أنه بيقى ماراً من 0 .إذا 
كانت ,8 نقطة اج الم دن في اللحظة ٠‏ سرعة آنية 3 


والاندفاع الزاوي لتلك النقطة يعطى عندئذ وكا رأينا سابقاً بالملاقة: 
:م )رم 2 
)23 0 08 ] مصد 


اعتبار حركة جميع تقاط الحسم . إذن : 


ب ب 


[ ل مهام ]يمع و 2 - 8 


جب 
4( [ علصيه) - ملوي) ]يمع - 9 
حيث استعملنا خاصة جداء الأشمة : 
ها جاجا جاخ جاجا جح جب ج+ 
9 نرظامي)- 4.6(8)د زمعم8ا م م 
سنكتنب و ف ذلا مركياتها على الحاور 0 و لإه و نه 
بالأشكال التالية : 


ج+ ج جح + 
)6( طرنه + ره + 1يه > سه 
ج) ج 3-5 جح 
0( عر + [ر4 + 21 - 42 
ج ج جح 0 
لق علمة + زولا+ 1ايع لى؟ 


فاذا استعملنا الملاقات(6) » 7)» (8) في الملاقة (4) ثم طابقنا 


5 1 + ع 5 0 58 
أمثال أشعة الواحدة 1 و [ و طا في طرفي الملاقة التاتمة حصلا عندئذ 
على العلاقات التالية : 


كه رف 2 


)9( وه يمآ + يه وآ ل 0 

)10( 0 1 + ريه 6 + يه بآ - 42 

)011 02 1 + 00 + ج00 اع 4 

حيث رآ د رآ و رآ عي عزوم المطالة حول ال حاور ><ه و لإه و 2ه 
بالعرتيب وحيث ,,ة و ,1 و .1 عي مضاريب المطالة , راجم بحث عزوم 
المطالة . ش 

مكن دمج الملاقات (9) و (10) و (11) في علاقة واحدة باستمال 
خواص المصفوفات ٠.‏ والعلاقة الناتمة ه: 


1 لج ادس 0 2ك 
(12) و2 عط رط عرآ | ح- |,» 
020 م بآ 2 2 3 


جد اجها 
حيث مثلنا كلا من الشماعين 42 و ن بمصفوفة عمودية حدودها مركبات 
الشماع نفسه على الحاور الاحدائية . ويمكن كتابة الملاقة الأخسيرة 
بالشكل الحختصر .> 
بج بج 

)13 ه(1)- © 
حيث تمثل (1 ) مصفوفة المطالة . ونلاحظ أن هذا الشكل للاندفاع 
الزاوي يثبه ما حصلنا عليه في الحركة المستوبة لاجسيم الصلبٍ في الفصل 

17 5 - مح 5 
السابق . يجدر بنا أن نلاحظ أن الشماعين © و ده يمكن أن عثلا بمصفوفتين 
سطريتين وعندئذ يجب أن نبادل موضعي الشعاع ب والمصفوفة (1) في 
الملائتين (12) و (18) . 


نرف - 


ش إذا قارنا الملاقة (13) مع العلاقة (11) من الفصل السابق فاننا ند 
ان هناك اختلافاً .جوهرياً بين العلاقتين وشو أن 1 في الملاقة الثانية عثل 
عزم العطالة حول محور الدوران وهو عدد سفي ماعل ( 1 ) ف العلاقة 
(13) مصفوفة العطالة لا عزم المطالة . ثم ان الاندفاع الزاوي في العلاقة 
(11) من الفصل السابق مول على م في حين انه ليس كذلك في الملاقة 
٠ )13(‏ ( ينصح الطالب وراجعة بحث المصفوفات في الرياضيات ) . 


11 - الطاقة الحركية الدورانية للجسم 1١‏ الصلب حول نقطة : 


رأينا سابقا ان الطاقة الحركية لخلة ما تساوي موع الطاقات الحركية 
يع نقاطها ِ اذرن : 
جد احجد 
00007 دصت 0 2 2ع 1 
3 ها اجا 
(١‏ مه)ره ع1 - 


ِ) +) + 


بارج ال .م 
5 


| 


جا اجا 


)14 2 . م جا عه 
وهذه العلاقة تمثل أحد أشكال الطاقة المركية الدورانية . وتنتج صينة 
ثانية بالاستماضة عن © با يساوبها من الملاقة (13) حيث نحد : 
(15) نه (1).س 4 0م 
ويجدر ينا ان كشير الى ان الممليات الميرية والشماعية التي يشتمل علبا 
ضنا الطرف الاعن من هذه العلاقة جب أن تمهرى بالترتي وليست تبديلة . 


7 


والشكل الثالك لهذه الطاقة ينتج مباشرة بانجاز العمليات المبرية في الملاقة 
الأأخيرة ونجد : 
م 1 + وم رآ + ُو« وآ ا 2ع " 
(16) [يمه و يآ 2 يه ره ير( 2 + ره ره يآ 2 + 
واخيرا إذا كانت » » م » م زواا توجيه محور الدوران كان لدنا : . 


)17 /ز 08© هه > رن ى 6 قمع © ع يور » وم هم ع يرم 


وتصبح 7 عندئذ التعويض : 
هت ير[ :+3 ثومه ررآ + > “وهب ,يآ | 4 - 17 
عن 1 © 08 برقع ير21 + روم» م 8 ير[ 2 + م ومع »> ووه 1 2 + 

ولكن التركيب الموجود ع الممترضتين هو عزم عطالة الجسم حول 
محور الدوران . 
ولذلك : 
(18) +214 -<1 

وهذه العلاقة تطابق ما وجدناه في الحرك الدورانية المستوية لاجم 
الصلب . ونشير بصورة خاصة إلى ان 1 هنا هي عزم العطالة حول محور 
الدورات ؛ وليس معفوفة المطالة » وان عزم المطالة هذا متغير اتير 
حور الدوران وليس اتا م في حالة الحركة المستوية . وهكذا مثلنا 1 
بأرعة أشكال في الملاقات (14) و (15) و (16) و (18) وكلبا متكافئة 
ام التكافؤ . 


11 ل محاور العطالة الرئيسية : 


لق وآينا أن الاندفاع الزاوي لاجم الدائر يعطى بدلالة شماع الدوران 
51 


ومصفوفة المطالة (1 ) التي تتألف حدودها من عزوم المطالة حول 


ين 3 


5 - 6 و - 
الحاور الاحداثية ومضاريب المطالة حول تلك الهاور»ك أن © لا بوازي ه 


او لبس ممولاٌ عليه بصورة عامة . وحساب الاندفاع لايق 2 يتطلب 
معرفة عزوم ومضاريب المطالة على حند سواء . وسعياً وراء سيط حساب 
8 سنحاول إيجاد ثلاثة محاور متعامدة ومتاسكة مع الجسم تكو مشاريب 
المطالة سرلا معدومة بحيث لا ييقى في مصفوفة المطالة ( 1 ) إلا حدود 
القطر الرئسي لما فقط . وبالتالي تنخفض "كية المسابات كثير؟ حيئ)ا وجدت 
المصفوفة )1( . هذه المحاور الثلائة التي نفتش عنها تسمى عحاور لاه 
الرئيسية لاحسم وتعرف كك يلي : « محاور المطالة الرئيسية لجسم ما هي 
محاور متاسكة مع الحسم ومتعامدة فا بينها ومضاريب المطالة حولما ممدومة . 
وتتميز هذه الحاور بالصفة الثالية «إذا دا ر الجسم حول أحد محاورعطالته الرئيسية 
درعة كؤرانة 0 فان الاندفاع الزاوي عندئذ مول على شماع الدوران. 
وبشكل رياضي : 
)019 
حيث 1 مقدار سلي . 
وف الحقيقة إن مضموني ما جاء في التعريف وني الخاصة السابقة متكافئان 
تام التكافؤ وينتج أحدحما من الآخر . ولذلك يمكن اعتبار أحدههما كتمريف 
والآخر كصفة ناتجة عنه . 


جه 
ده 


) 
1[ عه 


جا اجا 


لاحاد الحاور الرئسية نمتير العلاقة (19) ونعوض قبا نه و 4,2 من 
العلاقات (6) و (7) و (9) و (10) و (11) بعد الاسقاط على المحاور 
01 والإه واجه فتحد: 
0 حيسي! عرسي + يه د١1‏ ) 
(20) متايه 5 ل | ل ىر!) + كرا 
االكرب نس مره دسي 1 


كور 5 


هذه الملاقات الثلاث تعن نه ف ره ف يه 2( مركبات شعاع الدوراث 7 
حول الحور الرئسي الذي يحقق الصفة الرئيسية المتمثلة بالعلاقة (19 ) . وما 
كانت نه مولة على محور الدوران ( وهو الحور الرئيسي في هذء الحالة ) 
فان سن او مركياتها يه و ره و يه تعين هذا الحور . 

ان العلاقات الأخيرة تمثل ثلاث ممادلات جبرية متحاندة ( :دوف 
الصفر حب أن يكون معين الأمثال فها ممعدوماً أي : 


1 بآ [- 1 
(21) 0 د هر 1 - بآ بآ 
لاير1 1 د 


أي أن الثابت 3 بحب أن محقق هذه العلاقة التي هي من الدرجة 
الثالثة بالنسبة له ( أي النسبة ل 1 ) . فهناك اذن ثلاث قم ل [ وه 
حذور هذه المعادلة ولتكن ذل و صل و و. 

بتعويض كل قيمة ل [ في العلاقات (20) نحصل على قم يه و رس 
و إن شرط ان نختار احداها بشكل اختياري . إذن هناك ثلاثة محاور 
رئسية به و ءيط و وظ وأشعة الدوران حوطا هي ون و يه و وده 


تمطى بالملاقات : 


)+ ٍِ جه ج 

عا روه +[ ات +1يره ع وس 

4 35 ف حج 

)22) 1 تت +1 يباه + يرجه ع ويم 
ِ _ٍ 3 )ِ 

عا يوه + [ يرنه + أووه 00 


3 6 3-7 5 3 .- 
الخاور ,2 و 22 و و2 أو .هس و يه و وه متعامدة فيا ينها . وصفة 


رف ك- 


التعامد هذه ناتمة عن كن هذه الأشمة الثلائة حلولاً لنفس الجموعة من 
من المعادلاات وص (20) . ) وينصح الطالت عراحعة هذا الموضوع في 
الرياضيات ) ٠‏ 

هذا ويمكن البرهان على أنه إذا كان الحسم متناظراً فان محور التناظر 
هو أحد الحاور الرئيسية وان الحورين الرئيسيين الآخرين هما محورانف 
يقطمانه في نقطة واحدة ويشكلان معه ثلاثية قائمة . والبرهانث على ذلك 
ينتج مباشرة من حساب مضاريب المطالة حول مثل هذه الحاور ونان 
انها معدومة . 

وهذه الخاصة الجسم المتناظر ذات أهمية كبرى في كتابة معادلات الحركة . 
وسنرى ذلك فيا بعد . 


7 د الاندفاع الزاوي حول محاور العطالة الرئيسية : 


جا اجا اجا 1 
إذا كانت © وا يء ويه اشعة واحدة الغحاور الرئسية د و و2 ووط 


فان شماع الدوران الكلي ٠"‏ يكتب بدلالة مركباته على هذه الحاور بالشكل: 


جو ع جب )- 
)03 و6 ونه “1 ي6 يوم + 614 01 ع 0ه 
ويكوث الا ندفاع الزاوي عندئد حسب الخاصة )19 

ٍج 5 ِ + 
24) وه وه ول عل يع يه ول + 4»© 1ه ١ل‏ 2 42 


ومركباته على الحاور الرئيسية هي «التالٍ : 


21 85 _ 421 
(25)" يه ول ع- و42 
وه ول - و42 


وهذه الملاقات تختزل بعلاقة واحدة باستمال مفهوم المصفوفات أي : 
ا 7# 


ونه 0 0 وآ 5 42 
)226 وم 0 1 0 5_2 ج40 
ونه د 0 0 و4 
أو 
220 هو عه 
والآن إذا قارنا الملاقتين (12) و 0 أو الملاقتين (13) و 27( 
نستنتج أن المصفوفة 


0 11 
(28) 0 0 -(1) 
و 0 
تمثل مصفوفة المطالة حول المحاور الرئيسية ,2 و ,رط و و8 . وهد 
العطالة حول هذه اللحاور . أما حدودها المتبقية واي تمثل مضاريب المطالة 
حول لك المحاور فمدومة . وبذلك نكون قد برهنا الخاصة مالي 
وردت' في تعريف الحاور الرئيسية . 


17 ب الطاقة الخركية حول محاور العطالة الرئيسية : 


ات 


بد أن عينا شعاع الدوران وشماع الاندفاع الزاوي حول المحاور الرئيسية 

أصبح من السبل جداً حساب الطاقة. المركية . 

55 هه جد الى 

ه (1).ه + ع .س4 - 17 
)2290 [ م و[ د 5 ول 320 ]| - 
ولمل من الفيد ان نذكر القارىء من جديد بأن ,1 و ,لو ول هي 
عزوم عطالة الجسم حول محاور عطالته الرئيسية .12 و ,8 و ,2 الاسكة 
معه » وأك ره و وه و وه هي مركبات السرعة الزاونة ( شماع الدوران ) 
على تلك المحاور . 


-598؟ - 


ع نظرية الاندفاع الزاوي ومعادلات زولير للحركة : 
يب كك م 
بمد ان درسنا الاندفاع الزاوي والطاقة الحركية دراسة مستفيضة يمكننا 
الآن أن نطبق نظرية الاندفام الزاوي لاجاد معادلات الحركة الدورانية 
الحسم ٠‏ وستصبر اللحاور الرئيسية 0 لا تهدمه من تسيط في رياضيات 
العلاقات النائمة . ْ 


هج الى 


١ 1 جدرال‎ 

لتكن © د يه و وء أشعة واحدة #وعه الحاور الرئيسية داه © 

الإه © الآن والتي سترمز لما للاختصار بالرمز 5 © ييز لحا عن جملة الحاور 
الاحدائية <ه © نإه 6 2ه التي زمز لها بالرمز 5. ويمكن أن نكتب : 


جداااء جا ج + 
(30) : وو وقوه 1 اوت هه 
جه * ب و 
(31) 3 وه ول + وم وه وآ +5 5 92-1 
_ 

320 8 وخطيء يه + 8 بذا اع 1 
ولا كانت جملة الحاور 1 5 معاس2 مع الجسم وتدور ممه فلك 
شماع دورانها حول الخلة 8 هو سن" ده . وبتطبيق نظرية الاندفاع الزاوي في 
الجلة 5 نحد : 

ج ج اج جِ بج 
(33) ممه + مإأعة/ 4ه دم زعور0 1 - 14 


وبالتمويض في هذه الملاقة من (30) و (31) و (32) واسقاط الملاقة 
الناتمة على محاور اخلة '8 نحد : 4 


دخ > وه وه ( ول - و[ ) + ره وآ 
(34) على > رهوه (و1- ,[) + وه ص 
وه ره ( ,1 - و[ )ا + و وآ 
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عرف تك 


تسحى هذه المعادلات الثلاث ععادلات اولير . وحلبا يعين شعاع الدوران 
2 أله لله وبي +2 د وعيير كر هذا اليل ينين لطر + إإلاآننا 
على كل حال لن نحل هذه الممادلات مباشرة بل سنستخدمبا في حالات مختلفه 


لازا المستفيم والمسنوي اللامتحولان في حالة انعدام المزم الحاصل : 


لنعتبر الحالة التي يكون فها العزم لاسن 1 ممدوما . ففي هذه 
الحالة تدلنا الملاقة (33. ) على ان الاندفاع الزاوي ثبت في الخلة الفراغية 8 ٠‏ 
إذث : 


كعم 
)035 غقممه ع 42 


بالاضافة الى ذلك , اذا ضربنا الملاقات (34) ب رم يس * وس 
على الترتيب وجممناها نحد : 


, / , 
0 ع وه وه ول + وص يه ول + إن وه دل 


أو : 
017 4 
0 ح حي ح | وُه ول + ده ول + وه ط ]احج 14 
أو : 
جداج 
(36) غ8ممه - واه 25 1 


ولسل من الواضح من الللاقنة الاخيرة أن مركبة نم على © ثبتة . 
0 كل 9 جو 4 5-5 
وهذا يدل على أن رأس التماع نه يقع دوم في مستو ثابت متعامد مع © . 


2 


الذكر باللستوي اللامتحول . انظر التكن (2) . 


6ل نَم مراسحون 


1 . حركة الجسم امتناظر ‏ مخروط الجسم ومخروط الفراغ : 

ليكن الحم المتحرك متناظر]ً بالنسبة لحور منه . ولنختر جلة مقارنة 
مهاس كة مع اسم '#اإؤاعه الحيتث ينطيق احد حاورها وايكن /02 خلى 
حور تناظر الحسم . وسنفرض أن الم يدور محيث تنقى :نقطة منه ثابتة » 
وان القوى الؤثرة فيه هي بحيث يكو عزمها الحاسل حول تلك النقلة 


.8 ع 
ممدوماً . اي 0 - ا . 


54١‏ ب 


اج + ج+ 3 
إذا كانت بع ذوه© قاع اشعة واحدة الخجلة ار عه وكانت 


2 واد و ول عزوم المطالة حول محاورها «الترتيب فان ول كوول > ,رز 
نظرا لتناظر الحم ولكون الجلة تشكل الحاور الرئيسية لاجم . وتصبح 
معادلات اولير الحركة عندئذ كا بلي : 


(37) 0> وهو© ( ,1 ول) ل إسول 
(38) 0 > وعيه ( ولك ولع + سيل 
(39) 2 * 0 2ت ر'مول 


نحد بسبولة من (39) أن: 
(40) ثابت ده ع ومس 


وتصبح الملاقتاث (37) و «(388) م يلي: 


[ - ول 
)41) : 0 ع ويسم شتسكة ل يان 
[ دول 8 
(42) 0 > إن 4م 5 6 *نه 
وملها نجد : 
ب[ - ول 
43 4 0 د اط , 0 ع يوس 2ط ل “نه 


وحل هذه المادلة التفاضلية هو : 

(44) +ع مه 0+غ عا ومن 8 عدوس 

واذا اخترة شروط الدء بحيث تكون 0 درس عندما 0 + فان 
0 - 8 وإالالي : 


11 


(45) خط هلو ) ع ونه 
كما نحد بطريقة ممائلة أل : 


(46) غط ومه باع ره 


وأخيراً فان شماع الدوران ره يعطى بالعلاقة 
ٍ جح 


ج ِ 
و ونه + 6١‏ ون لل يه ونه 2ت بن 
جا اج _- 
47 وعك + :»6 غط دزو ) + رع غععا ومء 0 ع 
والحدبر باللاحظة هنا هو أ: 
(ثابت) )اع و + ثُ 
(48) (ثابت) ذه ع ره 


(ثابت)02 + :-4/ - ا 2 ١‏ 2 


2 . . ا 2 
نستنتج من ذيك ان شعاع الدوران ده برسم مخروطاً دورانياً حول احور 
/ه بسرعة زاوية ثابتة ٠.‏ . وهذا الخروط ثابت في جلة الم ' /ر ٠ه‏ ولذا 


يسمى دا عخروط الجسم 0 انظر الشل (3) ٠.‏ 


هذا وقد وجدنا سابقاً أن الاندفاع الزاوي © ثابت في الفراغ وات 
لجداء الداخلي © . م ايض ثابت . انظر الملاقتين (35) و (86) . وهذا 
دل عل أن قط 0 7 الشماع.. العابت 6 قات حوما د ونا كانت يم 


ثابتة فانناأ نستلئج أن ل يه برسم روط دورانيا ثابتاً ف الفراغ وحوره © 
ويسمى هذا الوط الثابت في الفراغ « بمخروط الفراغ » . وأخيرا يمكننا 
بالحساب الباشر البسيط أن نرى ان: 


ىج 3 


32 
(49) 0 ع- (س لح وس ) .442 


وهذا يدل على أن نم » يس © © كبا واقنة في مكو واحد. ..وتتيحة 
لكل ما معبق و ا التالية وهي ان مخروط الجسم 
(الذي 000( ن في الخلة ابره التاسكة مع الجسم ) يتدحرج اثناء 
المركة على تخروط الفراغ ( الثابت في الفراغ والذي ترسمه نه حول 2 ). 
وبعبارة اخرى ؛ ان الحركة تتدين بدحرجة مخروط الجدم على مخروط 
الفراغ . ولذلك فاننا نسمي مخروط الحم بالمتدحرج ونسمي مخروط الفراغ 
القاعدة . للعرفة وضع الخروطين الحسمي والفراغي بالنسبة لبعصها ترمز لازاوية 
بين “ده و2 بلرمز » وازاووة بين “ده و بس بلرمز ثم . وهاتان 
الزاويتان تتعينان من العلاقتين : 
ا 


- © .وم 
| “#أاوه| 


608 2 2> 


من حك 
رأة) . ولي 


سد 


545 ل 


رط افراع 


الشكل ( 4 ) 
ولا كان : 
5 
وعة - 
بج د 2 
)520) وعة + ( وء غط مزهو + رعغط ووع) 0 اج 
ج+ ج 3 
وعا وله + زوعغطا صنو + ,؟ غطا ومن),ل0 2ل 
فاننا يمد بالحساب الماشر أن : 
دق ع 4 ونع 


خيله 10“ 


ر35) جح د مق ونه 


ذخ رل/0 ,[ ع ه و 


(54) 
ون - مرو 

ومله : 
(55) 1 وآ ع م سه / ه ابزنا 


فاذا كانث و1 > ,1 كانت م > » وبلتالي :وق لخروط الفراغ داخل 
تروط الحم م بين الشكل (3) . ويقال عندئذ ان مخروط الحم يتدحرج 
من الداخل على مخروط الفراغ . 
أما اذا كانت و3 < رق كانت م < » وبالتالي وق مخروط الفراغ خارج 
مخروط الحسم كما سين الشكل ( 4 ) . ويقال عندئذ أن مخروط الحسم يتدحرج 
من الخارج على مخروط الفراغ . 
16 ل تطبيق : حركة الارض : 
جص 2 12270737357 1 
.من الءلوم أن حركة الأرض في الفراغ تتألف من حركتين رئيسيتين 
الأول حركة مركز كتلتها حول الشخس ( وقد سبق ان عالمنا مثل هذه 
الحركة بالتفصيل ) والثانية حركتها الدورانية حول مركز كتلتها . وهذه 
الأخيرة هي موضع أهتّامنا الآن. ولا كانت القوة الوحيدة المؤثرة بالأرض 
( وه قوة جذب الشمس لما ) تمر من مركز الكتلة © الذي يفرض 
منطقاً على 0 فان العزم الحاصل ممدوم أي ملظم . وبما ان الأرض . 
متناظرة بالنسبة لحورها فاك و[ > ,[.. ولهذا كله فان الدراسة التي أتينا 
على تفصيلها في الفقرة السابقة تنطق على حركة الأرض الدورانية تماماً . 
نلاحظ بشكل خاص أن ول > ,1 لأن الأرض مفلطحة عند الاستواء. 
ولذاثك فان مخروطها الحسمي بتدحرج من الداخل على تخروطها الفراغي » 
115 


انظر الشكل (5) . الاضافة الى ذلك فاك مسقط شماع الدوران س 
على الشعاع الثات 42 يعطى بالملاقة : 
50 منت 


. ص _ 
سن 


الكل (5) 


و[ خ4+,1 60 
عه 11ت ل 
ما يدل على أن للأرض حركة دوزائية منتظمة حول الحور الثابت في الفراغ 


)256 يوه 


- 5597 


0 . وهذه الحركة الدورانية تسمى « بحركة المبادرة » للأرض . انظر 


الشكل (5). ودور هذه الحركة هو نفس دور شعاع الدوران م أي : 


دل 


57 14 اخ السيسسييسي ماده 
507 8 305 1-0 


- ,2/1 دام 


والقيمة 305 للدور مستنتحة من الحمبساب المياثشر 5 وقد وحد ان دور 
حركة المادرة للأرض هو حوال 430 بوم . ويعلل الفرق بكوث الأرض 
غير صلبة بكاملها بل. تشفل البحار السائلة جزءاً كبيراً من كتلتها . 


2 زوايا اولبى : 


لقد كنا نمالج الحركة الدورانية حتى الآن بدلالة مركبات شماع الدوران 
على محاور اخلة /# بين 'مه الماسكة مع الجسم الدائر . وهذه المعالحة لا تلقي 
ضوء ساطماً على نوعبة الحركة وخواصبا . وحتى يتحقق ذلك بحب ان 
لدوس المركة بالنسبة مجنة عطالية »بوه مباشرة . ويكافيء هذا القول 
ان من الواجب الآن ربط شماع الدوران بالجلة المطالية . وبسارة أخرى 
يجب التفتيش عن زوايا الدوران الناسبة بحيث تظهر الملة بين الخلة اللتحركة 
والجلة السطالية . لذاك سنفتش عن الزوايا التي يدورها الحسم من وضع 
تكون فيه جملة الحاور 20 اه ل وهي محاور عطالته الرئيسية ) منطبقة 
على الخجلة المطالية رده الى وضع حديد ما 'ج2ونيه . ولما كاك وضع 
الحسم الدائر يتمين بئلائة متحولات مستقلة فان من الواضح ان الزوابا التي 
نفتش عنبها هي ثلاث وبالتالي هناك ثلاث عمليات دوران ل نه وونده ( أو 
0252 ( حى تنطيق عل ا 0 

لتكن الخلة العطالية ممه والجلة الذائرة المتاسكة مع الحسم اتبيه 
'وذلك في لظة ما + . ستقوم بتدوير #نوده بثلاث زوايا على ثلاث مراحل 


8ع ل 


بحيث تؤدي هذه الدورانات الى 27 ىه 5 انظر الشكن )6 ٠.‏ 


1) الدوران الاول : 
ندور رودن بزاوية 4 حول الحور 2 الى الوضع فردين بحيث يكون 


01 متعامدا مع كل من '02 فى 2ه ) المنطق على مه ). وعندئد تكون 
لدينا الملاقات التالية بين أشمة الواحدة : 


جد ود - 

© ملق رز عاس ومع ,1 د 1 

5 جم حت جه 
(06) 7 008 رز عط و نزو 1 د [ز 
جد اج 

عط دآ 


بين ذلك الشك ( 7 ) . 


 555- 


الشكل ( 7 ) 


الشكل ( 8 ) 


2) الدوران الثاني : 1 
لتكن 6 الزاوة الكائنة بن 021 و '2ه ٠.‏ ولندور 8 ج02 
حديك 5ج ولا وعه يؤاونة © حول به وعندئك ينطمق ,02 عل :2ه 


78س 


وو" 


الشكل ( 9 ) 
ركاه متعامد مع ,ده و “2ه . والعلاقات التي تربط أشعة الواحدة عندئذ 


هي : 


جد جد 

5 5-2 12 

5 جد جم 

)59 © صتويط - © وو وز 5ه رر 


ج ج 
© ومه رط + © مزو ء ز ع رعز 
انظر الشكل (8) . ونتيجة لهذا التدوي الذي أدى إلى انطباق .مه على 
02 تكون الحاور 052 © ولإه © /2ه © الإهن في مستو واحد . ولتكن بن 
الزاوية الكائنة يبن يده و يه أو بين يلاه و اله . 
3 ) الدوران الثالث : 
لا كانت الحاور وكده © ولاإه 6 لزه © الإه في مستو واحد . وكانث 


0 


لما نفس لدأ ه فاك من الواضح أرت تدوير 20 ول وده الى الوضع 
و2 ولا وكام بالزاوية بو حول و02 يؤدي إى انطاف و5 وا وده على '2 الإلعمء 
وعندئذ علاقات أشعة الواحدة فى : 


ل جا اج 

بت هله وز ع بن 6008 ول عد را 

+ جا اجا 

)260 ب 608 وز عل ب صزة ور 0 
جم 

500 


وذلك كا بين الشكل (9) . وبالاضافة الى ذلك » ولا كانت وه وتر يده 
منطقة على الز'عه فاك لدينا العلاقات التالية 0 


جد جه 3 جا اجا اجا 
00) وه 2 وط واوء - وزو دع جح و 


وهكذا فاك هذه الدورانات الثلاثة وفق الزوايا ب 6 © )سن تين وضع 
الجسم بالنسة لااحملة العطالية 02 . وأتسمى هذه الزوايا بزوابا أولير . 


مس تعيين مركبات شعاع الدوران بدلالة زوايا اولير : 
لين مر ياتا ماع الدوران بده زواء اوم * 


لقد رأينا في الفقرة الأخيرة أن دوران الجسم بتمين ثلائة دورانات: 
الأول حول مه بزاوبة ب او سرعة زاوبة او 

الثاني حول ,مه بزأوبة © او بسرعة زاوبة ,© 

الثاث حول وءه بزاوية ب أو سرعة زاوبة اسن 

واذا فان شماع الدوران ٠ه‏ يكتب «الشكل التالي : 


جح جح جح جح 
2,62 مومعلاب + 1 © + ططننو عد ن 


105 د 


جح 2< 3-3 ىج 
)03) و© وم هل و ون لل 1ع رن 2 نه 


0 3 ج 3 ب 


4 
فاذا حسنا عل » عع وط طلالة يه و وء واي و س وه واس من 
العلاقات (58  )‏ (61 ) وعوضنا في الملاقة ( 62 ) ثم قارنا الملاقة 

النامة بالعلاقة ( 63 ) فاننا ند : 


بن قوع /© لل برد ضذة © رزو'نن 2 رن 


)264 سن زم '© ح ررد ومع © 515" د وهس 


أده د ©7608 


و0 
/ 


هذه العلاقات ترط بين زوانا اواير 0 البي مين وضع الجسم ( ومركيات 
شماع الدوراث ( السرعة الزاوة ) ,بس و وهو وس على بحاور المطالة 
الرئيسية احسم . ويحب ألا يغيب عن الذهن أذ بس و .هو وس تحقق 


معادلات أولير وتتمين منها . انطر العلاقات( 34 ). 
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1< ل دراسة الحركة بدلالة زوايا أولر : 


ان معادلات أولير (34 ) هى معادلات تفاضلية تين لنا 
مركبات شعاع الدورانف بدلالة الزمن 5 3 إن المعادلاات ( 4م 1 
تربط بين هذه المركبات وزوايا أولير وحابا يؤدي إلى تعبين هذه 
الزوايا بدلالة الزمن » أي يؤدي الى تعيين وضع حسم الدائر . ولذلك 
بمكننا إن نلخص كل ما سق يأن معادلات الحركة الدورانية بصورة 


عامة هى : 


لالاهة؟ ب 


الك > وم يه (ص[1 - ول[) + ,اه و[ 
وخ >> 1ه وه ( ول- ,و ) + و'س ول 
(65) على > و© 1ه (رآ- و[ ) + واس ول 
دنه عد بر و0 7© + ابن صنهة © صلواب 
وه عد با صزة /© س ا بن ومت © سذواب 


وه -ت بن + © وناب 
ودراسة الحركة تم بحل هذه المادلات المترافقة لتسين زوايا اولير بدلالة 
االزمن . 


-- حركة الدوامة الجيروسكوبية : 


: ان دراسة حركة الدوامة التناظرة من أشهر المسائل التقليدية لحركة 
الجسم الصلب . وقد لقيت اهام كبيرأ من قبل جميع البتمين في أبحاث 
تحريك الحسم الصلب » حتى ان ابحاث بعض الماء في هذا الموشوع 
شملت محلدات بكاملبا . وحركة اللوامة من أشون المركات الجيروسكوببة 
الني تتميز انا حركة جسم صلب متناظر يدور بسرعة كبيرة حول محور 
تناظره . وقبل ممالحة هذا الموضوع بصورة رياضية نرى ضرورياً ان نلقي 
نظرة بسيطةعل حركة الدوامة كظاهرة فيزئائية قد تدعو الى الدهشة والاستفراب. 
إذا تأملنا الدوامة اثناء حركتها العامة نرى انها تدور حول محورها بسرعة 
زاوءة كبيرة يطلق عليها اسم حركة البرم او الالتفاف ( منمه ) . وبالاضافة 
الى ذلك فا محور تناظرها يدور سطء حول الشاقول . وتسمى حركته 
هذه محركة المادرة ( «وزهءءءوء< ) . وفوق ذلك فا هناك حركة ثانية 
حور تناظر الدوامة.ثرافق حركة البادرة وهي أن محور التناظر هذا يتمد 
ويقترب من الشاقول ( بتأرجح ) اثناء دورانه حول الشاقول . ونقول ان 
ان الدوامة تترنح بالنسة للشاقول . ولذا تسمى هذه الحركة الاخيرة حركة 


د01 


الترنح ( «متتمعسم ) ٠.‏ ولمل المتأمل في حركة الدوامة يتساءل عن حركتي 
المبادرة والترئح ويطلب تفسيرا علياً ل » في حين أنه يستطيع بكل بساطة 
أن يفسر حركة الالتفاف التي تنتج عن مؤثر خارحي اتدائي » إذ أننا 
بطريقة ما نمطي الدوامة حركة التفاف اتدائية . ولكن الذي يدعو الي 
الدهشة والاستئراب اكثر من ذلك كله هو السؤال التالي : « اذا لا تقم 
الدوامة على الأرض بتأثير قوة ثقلبا » ؛ أن حميع هذه التساؤلات لا يمكن 
الاجابة علمها فيزيائياً إلا بعد معالحة رلاضية مستفيضة وفهم هذه 
العللحة من وحبة النظر الفيزائية . لذا سسمد إلى اشتقاق 
العادلات الرياضية التي تعين الحركة ونناقش حل هذه الممادلات . وعندئذ 
عكن ان نحاول الاجابة عن جيع هذه التساؤلات . سنشتق الآن معادلات 
حركة الدوامة بدلالة زوايا أولير بطريقتين . 


) معادلات الحركة ‏ طريقة اولى : 


ين الشكل )10 ) اجملة العطالية جه وحملة دائرة لاعطالية لواحن 
التي بنطيق محورها الثاك /ه على حور تناظر الدوامة . ومن الواضح 
اذن ان محاور هذه الخلة الاخيرة تشكل محاور عطالة رئسية الروامة . 
م بين الشكل ايضاً زوايا اولي م و © وس . سنختار وذع اجلة 
بنارا ده نحيث تكون الحاور دز اين و ا/نرإه في مستو وأحد» وعندئذ 
تكون الحاور ده و 'رمو بون ف مستو واحد أيضاً ٠‏ وسنفرض اخيراً 
له 


ان الستقم كان معامسدك م الدوامة ومتعامد مع حورها من ا. ومكن 
الآن ان نعتبر حركة الدوامة مؤلفة من حركتين . الأولى حركة التفانها 


5 8 نيك عت 
حول احور '#ه والتي سرعتها الزاوة هي ,» 5 - ,ءاسن المحمولة على 'بين 
وهذه الخركة 8 الحركة النسسية لالدوامة بالنسية لاحملة 0 “ين . أما 


370:2 مت 


الشكل ( 10 ) 


الحركة الثانية فهى حركة اللة ن /ر بيه بالنسية للحملة المطالية مره . 
اذث عكننا ان نرى بسبولة أن شماع دوران الخلة ' /بر/عه هو: 


ِ - ل + 
و ونه -4ل و© ينل عل ,6 01 ل 


)06 
با شماع دوران الدوامة هو 
جد 3 2 3 ِ ج 
(67) و© (5 دين ) لك يمون + رعره 2 ي6 8+ نه عد ,مه 
حيث في هذه الحالة 
© 2 رص 
(68) © صزواهب عد ريرم 
© وو "تن د وس 


4 
وقد تحت هذه الملاقات من العلاقات (46) بد ملاحظلة أن 0 ح م واث 


عت 523 عد 


5 عدا بس قد الحقت «اللوامة بشكل منفصل واعتبرت كحركة دورانية لها 
النسبة لاحملة الدوارة '2 بو “بده . لكتابة معادلات الحركة نطق نظرية 
الاندفاع الزاوي في الخلة المطالية أي : 


جا اج ج جه + 
(69) رس + عذر 12 د رإعة/ 14د ىر 
حيث : 
ج جل ع ج 
)0( ه 9 منم با هس اك (علهم-) م زو )م دام 
جب جه 38 ج 
)1( وه (5 + وه ) وآ + وه وه وال يه يه ,ل ع © 
وبالحساب المباشر وعلاحظة أن ,1 - و[ نجد : 
272( هه باوط >5 يه وآ وه وه ( لحر ) + زه دل 
)73( 0 ره و[ رس وه (وك- 6 + وه 8 
74( 0- ('قم+ وه) ول 
ورى بساطة من الملاقة الأخيرة أن 
)75( يه - 4- 5 أو (ثبت)< 85+ره 


اذا ضربنا الملاقة (72١‏ بين والملاقة (73) دين والملاقة (74) 
ب (8 + وه ) وجمعنا الملاقات الناتجة ند : 

0عد ره © دزو رآ هد - ) ,5+ وه) (5 خوه) و1+ ( وهوس + مه 01 1 
وعلاحظة أن /© - ,دس ومكاملة الملاقة الأخيرة ند أن 

(بت) ع 6 ودع رآ ودر +*(5 +ره )وآ 4 +( وه + 1ه) 14 
وبإلتعويض من(68) و (75) نجد: 

0600 ع9 وم ,1آ عم ل+ “شيرج + (©:2منو *'ي + *8/5) لق 
والآن اذا عدنا إلى المادلة (73) وعوضنا فيا عن 8 ب وه -4 فائها تصبيح 


دالاه؟ - 


)07( ْ 0 > .ه قول - :موه ,ل + وه دل 


واستمال العلاقات (68) في (77) وضريبها ب © مزه ومكاملتها نجد 


)8 ( نبت  )‏ -9 وده ؤرل +9 : من ناميل 
نلاحظ ان (76) و (78) معادلتان تفاضليتان تمطيان بي و © أما المادلة ,75) 
والقي تكتب 

79 © 06 بسو اس لاص ون سه د 5 د أن 


فانها تعين سن أو 58 بسد معرفة سي و ©6. 

أذ المعادلات (76) و (78) و (79) كافية لتسين بي و © و سأي 
كافية لتسسين الحركة ولذا فبي معادلات الحركة . أما الثابتاذ 8 و ع فيمكن 
تعبيتها من شروط البدء.وسنرى في الطريقة الثانية ان 5 هي الطاقة الكلية 
للدوامة وان 1 هي مركبة الاندفاع الزاوي على المحور الشاقولي 2ه . 

ب) معادلات الحركة طريقة ثانية : 

عكن أن نشتق معادلات المركة بطريقة قصيرة ومباشرة وتستند الي 
اساس فيزبائمي بحت . وعل وجه الدقة تستند هذه الطريقة الى استميل 
مبدأي انحفاظ الطاقة والاندفاع الزاوي . 

للا كانت القوة المؤثرة ( الثقل ) مشتقة من كون فان الطاقة الكلية 8 
( وهي جموع الطاقتين الحركية 7 والكامنة 7 ) ثابتة . أي 
(80) | وت ) 8دعا+ م 
هذا من جبة ؛ ومن جبة ثانية فاك عزم القوى المؤثرة على الحسم ( قوة 
الثقل وقوة رد الفمل ) واقعة في المستوى الشاقولي الذي يحوي 2ه و ببره 
والتالي فان العزم م مول على مه اي على 2 . وله اذن مركبتان 


5608 ب 


معدومتان على كل من “2م و ه. ويدل ذلك على ان للاندفاح الزأوي 
كبتين تابتتين على هذين ا حورين . 


اذك : 

(81) (ثابت) 0- .9 

(82) ثبت )* ح ع . 9 

لاحصول على معادلات الحركة نستعمل العلاقات الثلاث الاخيرة بد حساب 

5 
17 ولاو ©. 
(83) 68 لآ مس د 187 
ب ِو م د 

. (84) وه ( 5 + وه ) ول + ي© مه ول + يع وه دل ع 2 

(85) *( 5 + ره )ر[ة+ وهس[ 4 + ذه,:41 - 1 

باستمل هذه الملاقات في الملاقات (80) و (81) و (82) لمحد : 

(86) (ثبت) لهاع ,041 - و ++ رس 

)87 اع © وم ر 5 + وس )ول + © صزووس ول 


4 1, وم واس + * رقهره) و41 + وُه و[ 4 + ذه‎ 6-8  )88( 
: واخيراً باستعال الملاقات (60) في الملاقات الاخيرة نحد‎ 

(89) 4ع 7ب + نس وه اب > 5 + وس 
)90( 1ع © ممه فل ول + © *صته رب رل 
 )9!(‏ 5ع6 وو برلعوصس+* فى رل. 14+ (© تس ثاب لل #'مارل 4 


ونلاحظ أن هذه المعادلات هي نفس المادلات (75) و (78) و(076© 
الني وجدناها سابقا بالطريقة الاولى . وهذه المادلات الثلاث تين لنا 
المركة لأن حلبا يمين م و © وس:. وسنحاول دراسة الحركة من 
المعادللات الاخيرة : 

ج ) دراسة الحركة : 

نلاحظ بادىء الامر 'ن الملاقة (898) تين لنا 5 ب ب وبالثالي ب 


3504 ات 


فها اذا علهنا سي و © . وهاتان الاخيرتان تتمينان حل الملاقتين المترافقنين 
'(90) و (91) . لتسبيل حل هاتين المعادلتين سنجري تغييرا مؤقتا في 
التدول © بالشكل التالي : 


(92) ©6086 ددن 
ويكن بالمساب الباشر ان نهد الملاقات التالية : 

دقار ر_ 
)98( 2ن 1 0 1 
(94) (د) ع :(لهة ري (عس- 1)(س م سم) ع تن 
حمث 


١/1‏ 42 ل +-2)5 م 
دل /نا وه 2 ع 

للع د ر 

د1/آ 4ع هن 


)95( 


وبصورة عامة أن حل المادلة (94) يعين ‏ وبالتالي © . وعندئذ يعطي 
حل الممادلة (98) الزاوية ص . الا اننا لن نلجأ الى حل هاتين الملاقتين 
مباشرة بل سنناقش المركة بسكل غير مباشر وبدود حل هاتين المعادلين . 

نلاحظ قبل كل ثيء انا /9© .هم ع 'ن واث 6ح /6 عندما 
مد ين . أي عندما : 
(96) 0ح 2 (هة سس بر) ‏ (:ن - 1) (11م8-هم) - (ن)1 
وهذه المعادلة هي من الدرجة الثالثة بالنسبة لد ولها بصورة عامة ثلاثة 
جدور رس ويس ووس . ولماكان 1- <هه.ه دن < 1 + فان 
الحذور القولة لمعادلة الاخيرة يجب أن تقع في لجال (1,1- ) 
ولمرنة ما إذا كانت هذه الحنور او بمشها تحقق هذا الشرط يمكننا أن 
تأخذ فكرة تقريية عن التابع (ن) 4 بحساب بعش قيمه الخاسة من 
أجل بعض القم لذن . فترى سبوله مثلا أن : 

بت 716 اسم 


> *(6 ساير)- - (1-)/ 
50> *(8 + م)- ع (1+)/ 


الشكل (11) 


وتدلنا هذه الملاقات على ان الشكل العام للتابع هو كا بين الشكل (11) . 
وزى مباشرة ان أحدالحذور وهو ,ب غير مقبول لأنه أكبر من الواحد. 
أما المذران الآخران فقولان ان وحدا . ويقابل الحذرين إن وين 
قيمتاك ,© و يو للزاوية © . ويا كاك * < رن)؛ ع 2'ن فاك الحزء 
القبول من التسابع (ن)؛ هو الموجب فقط . والاضافة الى ذلك فارنف 
1- دس < 1 + لذلك فاك الحزء المقبول لاتابغ (ن)؛ هو الواقم بين 
دنا واارنا ء لستلاتج من كل ذلك أن © تتحول بين القيمتين ,© و ,© » 


كا بين الشكل (12) 
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الشكل (19) 


لنمد الآن الى العلاقة (93) . نلاحظ من هذه الملاقة أن م ب اس 
عندما 6/« > د وهو مقدار موجب . وترى ان <٠‏ اس عندما 
م > ع وأث 0> سس عندماة بر < د .فتحولاتب عثلبا الشكل (13) . 

ولدراسة حركة محور الدوامة 2ه تيز الحالات الختلفة التالية: 
أولا :.د > ة /« > ,نت في هذه الحالة تتحول © بين ,© و ,© وعندئذ 
تكون تحولات ص "م بين الشكل ( 14 ) . أما حركة المحور /نته 
فيمكن تسيننها بحركة 0 نقطة تقاطع هذا الحور مع كرة مركزها ٠‏ . 
وعثلبا الشكل (15) . وبحب أن نلاحظ أن م تزداد من وم حتى تبلغ 
قيمة عظمى ثم تأخذ بالتناقص الى قيمة اخري ريم . هذا يمني ان المحور 
02 يتدتح بين :© و .نه من جبة ويدور ( حركة مبادرة ) حول المحور 2ه 
من جبة أخرى. وفي هذه الأركة الاخيرة تقدم ثم تراجع . وعثل الجزء ااستحر 


-15؟ د 


الشكل (13) 


تود من .© ألى ,© . وبعد ذلك تمود الزاويتان © واب فتغيران من 
جديد وبصورة دورية » وهكذا . 


51 ب 


الشكل ( 15) 
ثانيسا :ين - 6/ن . في هذه الحالة تكو 9 متزايدة بين دن و دنا وتأخذ 
نهايتها المظمى عند ود . وليس في المركة تراجع بالنسة ل ص . ونحصل 
عندئذ على الشكلين ( 16 ) و (17) اللذين يبينان مب وحركة المحور ,مه . 
زه) 6 


الشكل (17) 


ثالثا : وه < ن / م الحركة تقدمية باستمرار ,النسة ل س ولا تبلغ نهاية 
عظمى في محال تحولها . وبوافق هذه الخالة الشكلان (18) و (19). 


الشكل ( 19 ) 
ملاحظة : يمكن الحصول على حالات مشاببة لما سبق عندما تكون 
يس > ق/ير أو بسعدة/م وترك دراستها الطال كتمرين ٠‏ 
27 - تفسر الحركة الجروسكويبة للدوامة : 


لم ند صعوبة في فهم دوران الدوامة حول محور تناظرها لأننا أعطينا 
الدوامة مثل هذه الحركة في الدء . ولكننا تساءلنا عن مسب حركة المبادرة 
وحركة الترتح وعدم سقوط الدوامة على الأرض تأثير قوة الثقل . وسنحاول 
تبسيط الاجابة على هذه التساؤلات . 

لنفرض أن الدوامة ( او الجيرسكوب ) تدور حول محور تناظرها 
سرعة كيرة . عندئذ يمكننا أن نقول أن اندفاعها الزاوي عنول قري 
في لمظة ما على محورها ,ده أو على محور قريب جداً منه . ولتفرض 


-511 د 


ان المحاور *ه و 2ه و '2ه مستوية في تلك اللحظة , فاذا دار هذا 
المستوى حول هن زاوبة صفئيرة بوك فاك الاندفاع الزاوي يتغير اتجاهه وييقى 
بالطول تقري؟ . ويساوي هذا التثير : 


525 
ب 4 © مزة2 ع [ 2 0 | 
وهذا التغير متمامد مع المستوى (52 دمه و 0 ( : ولكن التغير في 
الاندفاع الزاوي ينشأ عن مزوجة توازي هذا التنير . فالزدوجة م الني 
سبيت هذا التثير يجب أن تنكون متعامدة مع المستوى المذكور » "ا ينين 
الذكل (20 ). وإذا لاحظنا ان قوة الثقل لما مثل هذه المزدوجة امكننا 
حول الشاقول .ده ( . 2 


الشكل (20) 


الا51 ب 


أما حركة الترنح وعدم سقوط الدوامة بتأثير قوة الثقل فتفسران كا بلي ٠‏ 
ان الدوامة تدأ بالسقوط فملاً واثناء سقوطبا بتذير الاندفاع الزاوي بتأثير 
هذا السقوط تغير واقماً تقر يما في المستوى الشاقولي ( 2ه و'جه و «ه ). 
وهذا التغير يجب ان ينتج عن مزدوجة لم في نفس المستوي أي عن قوة 7 
عمودية على المستوى ا مذكور . انظر الشكل (21) . ونظراً لمدم و<ود 
مثل هذه القوة فان على الم ان يموض هذه القوة او هذه المزدوجة 
باريقة حركية فيتحرك محيث ينتج تفير] في الاندفاع الزاوي الذي ينشأ 
عنه بدوره قوة تماكس القوة الأولى 8 »أي أنه يتحرك « يسقط » نحو 
ترنحية واحدة . فاذا استقر تقربياً بعد انعدام القوتين الناتمتين عن سقوطه 
نحو الأسفل ثم نحو الأعلى » عاد من جديد وخضع لحركة سقوط جديدة 
تنش عنبا فيا بعد حركة مناكسة نمو الأعل. وعكذا . 


0-0 الجيروسكوب : 


تعد حركة الدوامة التي درسناها سن أشبر الحركات الميروسكوبية # 
1 


وبصورة عامة أن اي جم دوراني يدور حول محور تناظره بسرعة كبيرة 
يسمى حيروسكوبا . ولقد اخترعت كلمة جيروسكوب لتدل على آله يؤثر 
عليها دوران الأرض فيحدث تأثيراً ملحوظاً . وتطلق اليوم كلمة جيروسكوب 
على أنة جلة ميكانيكية ذات جم صلب متناظر ويدور حول محوره بسرعة 
كبيرة ونحيث مكنه تغيير اتجاه شعاع دورانه ( أو شعاع السرعة الزاوية ) 
مختلف الاتجاهات . وعثل الشكل ( 22 ) احد الاشكال المبسطة للجيروسكوب . 


الشكل (29) 


ونلاحظ ان الحيروسكوب © يدور ول المحور .4 ,4 في الاطار الآفق 
. سا أن هذا الاطار يدور حول المحور .ف , 8 في الاطار الشاقولي "1 
الذي عتكنه أن يموق حول لحو 8:67 ويلك يكوك كات المووسكوب 
© أن يأخذ أي اتجاه م كان . وعندما يكون الميروسكوب في حالة استمال 


ومول على محوره .4 .4 . ولا كان الجباز مصمماً بحيث سفى مركز ثقله 


ا - 


35 09 5 جب 
يدور حول محوره بسرعة كبيرة جداً بحيث يكون له اندفاع زاوي 2 كبير 


ابت فان الزدوجة ( عزم قوة الثقل ) م ممدوءة وبالتالي فالاندفاع الزاوي 
© عفوظ ع أي أنه ثابت بطوله واتجاهه . وإالتالي فان للمحور .4ه اتماهاً 
ثبت دوماً ومها كانت حركة الوسط الموجود فيه . 


الباطره 2 8 ا 
| 6 


“الشكل (23) 


يستفاد من هذه الخاصة باستمال الحيروس كوب في البواخر وااطائرات 
لتوجيهبا تجاه ثابت 6 بين الششكن (23) . فاذا كاك المحور .م 41 
يشير الى الاتجاه المرغوب لاباخرة مثلاً وإذا دارت الباخرة أي إذا غيرت 
اتجاهها لسبب خاطىء ما او لسبب طبيمي كوجة قوبة فا المحور .4.م 
ييقى ثأبتاً . وبالتالي فان الباخرة هي التي تدور فقط . وعندئذ فاك المحور 
44 يلامس أحد المربطين .8 أو .8 ( حسب جبة الدوران) وإالتالي 
تغلق دارة كبربائية معينة تتصل يرباز آلي لتصحيح اتمجاه الباخرة . 

كا يستممل الميروسكوب ايضاً لكشف دوران الارض . ويسمى الجهاز 
المستعمل بالبوصلة اليروسكوبية وتستخدم هذه البوصلة لعرفة اتجاه الشهال 
الحقيقى في مكان ما وفي كشف دوران الارض . ونكتق بالاشارة فقط 
الى هذا الحباز دون تفصيل في كيفية عمله . ْ 


اح 11/7 


الفص الا ليعش 
ميكانيك لاغرانج 


الاحدائيات العامة 

ب معادلات التحويل 

تصنيف الجمل الميكانيكية 

السرع العامة _الاندفاعات العامة ل الطاقة الحركية 
ب القوى العامة 

معادلات لاغرانج للجمل البسيطة 

معادلات. لاغرانج للجمل المعقدة 


مس معادلات لاغرانج في حالة القوى النبضية 


فدد يد 


لفد اعتمدنا في دراسة الممكانيك حتى الآن على قوانين نيوتن. ستدرس 
المكانيك في هذا الفصل والفصل الذي بليه بشكل عام معتمدن على 
وجبات نظر عامة برجم الفضل فيا الى العالمين لاغرانج وهاماتون . 
وبالرغم من أن الطريقة الحديدة تمتمد في صياغتها على قوانين نيوتن الا 
انها تمتاز عن هذه القوانين «الناحيتين التاليتين : 1 

١‏ سبولة الصياغة الرياضية والحل لمسائل المكانيكية. 

١‏ - علاقتها نظرياً وتطبيقياً بمجالات, متقدمة اخرى للميكانيك كيكانيك 
الم واليكانيك السماوي واليكانيك الاحصائي والميكانيك الحكبربائي 
( الكتروديناميك ) . 

1 الاحداثيات العامة : 


لنفرض أن جلة ميكانيكية تتحرك ضمن قيدما أو عدة قيود . ان 
هناك حدا أدنى من المتحولات المستقلة اللازمة لتعيين موضع الخلة . هذه 
الاحدائيات او المتحولات الستقلة والتي رمز لما الرموز 
و9٠‏ و ميق , .و تسمى بالاحداثيات العامة لاححلة الميكانيكية . ويمكن 
أن تكون هذه الاحداثيات مسافات أو زوايا او مقادير اخرى مرتبطة بها. 
وغناد هذه الاحدائنات ٠.‏ ساوي. عده درجات حرية الجلة” اليكانبكية 
المتبرة . وهناك بصورة عامة جموعات مختافة من الاحداثيات مكن اعتثارها 
كاحداثيات عامة » الا ان لحسن الاختيار أهمية كبرى في تسبيل الحزء 
الرياضي من صياغة ودراسة معادلات الحركة . 


]سه 


11 - ممادلات التحوبل : 


لنمتبر جملة ميكانيكية مؤلفة من م جزيء مادي. بتمين كل منها بشعاع 
الموضع ,م او بالاحدائيات الديكازتية به » ,م ؛ ,* . ترتيط هذه الاحدائيات 
بالاحداثيات العامة بعلاقات تسمى معادلات التحويل ( اي التحويل من 
فوعة من الاحدائيات الى ججموعة اخرى هي الاحدائيات العامة ) ويمكن 
كتابة هذه المعادلات بالشكل : 
(أقي) 5--. .05 25و 095 ) بدك بع 
)00 نيو دلو 5ي9 5 4) ور رر 
(غني؟ قلملء نوو نيو 9 )و) به ده 
حيث ؛ الزمن . وبشكل شماعي يمكن كتابة (1) على النحو التالي : 


ِ 5 
20 (غأقيى؟ 00٠٠5و‏ :15 5ب1) 5 عع 


ويفترض أن جميسع التوابع ف الملاقات (1) و (2 ) مستمرة ولما 
مشتقات مستمرة . 
1 - تصنيف الجمل المبكانيكية : 

حكن تصنيف الل الميكانيكية وفق وجبات نفار ثلاث : الزمن 
والاحدائيات والطاقة ٠‏ 

١‏ -من وحبة نظر الزمن تصنف امل الميكانيكية الى سكايرونومية 
ورونومية . 

1 ) اذا لم يظبر الزمن » مباشرة في الملاقات (1) أو (2 ) فان 
الجلة تسمى سكليرونومية . 
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ب) أما اذا ظبر الزمن » مباشرة في الملاقات المذكورة ( أي إذا 
كانت بمض التوابع توابع ظاهرة بالنسة للرمن ع( فان اخجلة تسحى 
رونومية . ويلاحظ في هذه الالة ان القيد متحرك . 

؟ ل أما من وحبة نظر الاحداثيات المامة قتصنف الخلة الى هواوفومية 
ولا هولونومية ٠‏ 

) اذا كانت القيود المفروضة على الحركة قابلة للتسير عنها بعلافاث 
من الشكل : 

0 - (غ و ي؟ و5و... و صو) و ي) 5 ب؟و)؛! 
أو مايمادل ذلك ؛ بقال عن الجلة عندئذ انها هولونومية . 
ب) والا قيل عنا الها لا هولونومية ٠‏ 
واما من وجبة نظر الطاقة فاك الجل محافظة أو غير محافظة . 
7) فاذا كانت حميع القوي المؤترة في' نقاط الخلة مشتقة من كون 
قيل عن اجلة انها محافظة وتكون طاقتها ثابتة في جميع أوضاعبا ٠‏ 

ب ) أما اذالم تكن القوى كذلك فاخلة غير حافظة وطاقتها غير ثابتة . 
وباعتمار وحبات النفار الثلاثت يقال عن الجلة انها بسيطة اذا كانت من 
الافواع (1) أي سكليرونومية أوهواونومية او محافظة . ويقال عنها أنها ممقدة 
اذا كانتمن الانواع (ب) أي روثومية او لا هواونومية او غير محافظة . 


17 السرع العامة الاندفاعات العامة الطاقة الحركية : 


نسمى مشتقات الاحداثيات العامة بالنسة للزمن بالسرع المامة 
فبى إذنت : 9 ونمو 04 0 01 5 الطاقة الحركية لاحملة 


حيث ]2 عدد جزيئات الخلة . وعندما نستعمل الملاقات (1) او (2) 
فان الطاقة الحركية تكتبعندئذ بدلالة السرع المامة رو » حيث (م :...19 > زع)» 
والتابع الذي يمين الطاقة الحركية عندئذ محوي حدود) متجانسة من الشكل 
9 أو . ززة فها اذا كانت اجلة سيطة . أما اذا كانت معقدة فيحوي 
بالاضافة الى الحدود المتحانسة حدودا من الشكل ' ٠‏ . وباختصار 
يمكن لول ان الاق المركية متجاسة من الرتبة كال من أجل الل 
البسيطة وغير متحانسة النسية لاحمل الممقدة . 
في حالة الاحداثيات الدبكارئية يسملى الاندفام بالملاقة : 


04 1 
07 


أي ان الاندفاع هو مشتق الطاقة الحركية بالنسبة للسرعة . وتكافىء هذه 


4 ع رثبرس ‏ ) لشي د عدم 


الملاقة الملاقات الثلاث : 
له ابلق يل 1 12 
6 -] د ل ا عوك رم 
51 8 

0( 0 -ز ناه + ةالو ةلع )مر 8 ب ح الإم جح ايم 


0 
كناش -] زناه + تابو لا شاع ور ]يم د أمص حك يم 
بالقارنة مم حالة الاحداثيات الديكارتية » نعر”ف الاندفاعات العامة بانها 
مشتقات الطاقة الحركية بالنسبة للسرع العامة أي : 

اين 


)6 لمد...و2 و1 1) وجيم خم 
3 
وباستمال الملاقة (3) نحد 
ج 
7 0 5 1,2 ِ 0 
3 رو * زه اك د اارسة ل ليم دم 


ملاحظة : اعشباراً من الآن سنختصر شا المجموع على الشكق السيط 
وني بذلك أن و ستأخذ جميع القم الممكنة » أي من 1 الى ه« ف مثل 
الحالة الأخيرة . 


7 ب القوى العامة : 
لقد رأينا ان السل الذي تقوم به القوى ,2 الطبقة على. الجسم أثناء 
انتقالات عنصرية 4 هو . 
3 5 
(8) 800 92 دوق 


ويكتب هذا السل بدلالة الاحداثيات العامة بالشكل : 
ج ا 
4 لش عمج د ون 


_ 


لك 3 
1 4 - 
9 ما 5 ]2 


ومن جبة ثأنية يمكن كتابة التفاشل الكلي للممل بالشكل : 


بوه كل بع د ون 


)10 9 8 [ 
وبمقارنة الءلافتين الاخيرتين نحد ان : 
ب ب 
6 337 
تتا كن سك 5 شنكم 
٠: 11‏ 2 56 
ان الملاقة (8) تكتب : 
(12) 0 1+ بلك + عكة بر" ) 2 - 017 


للا ل 


ومنما: 


(13) سك 27 


وهذا يعني ان القوة المرفقة باحدى الاحداثيات هى مشتق الممل بالنسبة 
لتلك الاحداثية ٠‏ وبنفس الطريقة سنعرف التوى العامة بانها مشتقاتا عمل 
بالنسة للاحداثيات العامة . وتعطى هذه القوى المامة اذك بالملاقة . 


جح ج 
ع6 ” 0 دك 
ختطفحهة: دن - اسه و حسمب 203 
(14) 0 2 2 2 ججح ح به 


ونلاحظ ان واحدات القوة المامة لست بالضرورة واحدات فوة لإأنف 
٠. 0 5 5 -‏ 

واحدات ,م هي واحدات طول في حين أن واحدات بو قد تكون واحدات 
طول أو واحدات زاوبة . وبالرغم من ذلك فان العمل محتفظ بواحدات 
الممل دائاً ٠‏ ويمكن أن نرى ذلك من الملاقتين (9) و(44 . 
1 - ملاحظة حول عملية الاشتقاق : 

تكن العلاقة التالية التي تعين تابما ما 4 بدلالة الاحدائيات المامة سواء 
كان التابع سيا او شعامياً . 
(15) (أقي؟ 5... ويوويود واه د44 
ان الشتق الكلي ( بالنسة للزمن ) لهذا التابع بعطى عندئذ بالملاقة : 


ا بده 00004 ., وه 
(16) 0 يجن د لونم ل لاخر 


والمشتقات الحزئية ل ع4 بالنسة لاسرع العائة هي عندئد من العلاقة الاخيرة 


1578م 


5 ه 5 الم 8 
(17) ل ل الى الى سرس ضري 
1 4 


بما يدل على امكانية حذف «١‏ الفتحات » اذا وجدت في كل من الصورة 


والخرج وهذه الخاصة عامة وتطيق بالتالي على اشمة الموضم م . إذن : 


ل ب 
: 6 مة 
018 ل 


وهذه الملاقة هامة حدا في هذا البحث . 

والاضافة الى ذلك ,فن المءروف انه اذا كاك التابع له قايلآً للاشتقاق 
من المرئة الثانية وجنييع مشتقاته المزئية من المرتة الثانية مستمرة فاك 
من الممكن عندئذ تبادل ترتيب المشتقات الحزئية . أي بسارة رياضية مختصرة : 


3 6 ك3 6 
(19) 4 ليم ليم بت فخ مسيم مسسيم 
إل كن ,9 95 ,9 6 
وكذلك: 
4 4 ا 0 4 
)20( )65 2 +4 و - 4 مجم 01 


وينطيق ذلك على م لأنها بالفرض عحققة لشروط الاشتقاق السابقة . إذن 


1) بج ك الطدا لايم لضاف لك 
5 60 + 5-26 107 
وكذلك : 
جه 
1 ةر 5ر5 4 
022 0د وترون 


ولهاتين الملاقتين ابنأ أحمية في محثنا هذا . 
1 -- معادلات لاغرائج للجمل السسيطة : 
ان الطاقة الحركية هي نقطة الانطلاق في اشتقاق معادلات لاغرانج 


596 - 


بصورة عامة . وف حلة لجل البسيطة يكون من السبل حساب بعض. 
المتحولات بدلالة الأخرى من علاقة القيد . اي انه يمكن حذف الاحداثيات 
اللا مستقلة والابقاء على الاحداثيات المستقلة فقط . ولذلك سنفرض في هذه 
الحالة اننا اخترنا الاحداثيات العامة المستقلة بي حيث ( م و... و« و1ع فا, 
وجدنا أن الطاقة الحركية تعطي بالملاقة : 


556 
23 9 أرصة 2 00 0 لين 2 لحن 
0 0 


ان مشتقات الطاقة الحركية بالنسبة للاحدائيات العامة عندئذ هي : 


)24 , 1 6 
ل كل 
ومشتقاتها بالنسبة للسرع العامة هي : 
3 + _- _ 
8 ,م 257 , ان 
25١‏ سلي . بج 5 ع لم م أي ات .]ده 
ال ا عي 


وذلك باستمال خاسة الاشتقاق التي تعبر عنبا الملاقة (18) والتي تختصر 
الفتتحات بموجها في كل من صورة ومخرج المشتق الحزئي . 
لنشتق الآن طرفي الملاقة الأخيرة اشتقاقاً ناما بالنسبة للزمن . ونجد: 


ج 5 35 
6 اكها, 0-6 7ق, ك4 
06 +0 زرلا 8 ل ل 5 "15 5 1 
1 31 
3-3 بج 
/-ة 3 8 6 
06) سلس ء ر انض كي 2 رس لق - 
9 0 53 2 


وذلك باستمال خاصة الاشتقاق امير عنها بالملاقة (22) . باستمال الملاقنين 
(14) و (24) في الملاقة الأخيرة (26) نحد : 


651 0 04 
(27) قوفو وو اعادو قاع سك حك 


هااا 


وهي الشكل المام لممادلة لاغرانج بدلالة الطافة المركية . 


عندما تكون الجلة محافظة أي عندما تشتق جميع القوى من كون 8 
يكون الكوث تابياً للاحداثيات العامة فقط دون السرع المامة أي : 


0 (م9 00.. دوو ونين ) لا ع‎ 28١ 
وبالتالي لدينا العلاقات‎ 
0 
3 ا 1 7 اوم‎ )29) 
1 
7ق‎ 1 
0 8رل.., 2و1 ةم و‎ )30( 


اذا عوضنا في الممادلة (27) عن .يأ ب ونقلناها الى - 


الاول » ثم طرحنا المقسدار سر الذي يساوي الصفر ) من حي 
في الطرف الاول للمعادلة الكورة فان المعادلة لاتتنير وبالتالي تصبح بالشكل : 


(7-1)ة زل1[ا-8)ة 4 
51 ا سد اعد 2 
أو : 
نآة بآة 4 
)32١‏ 3 1,23ه 0,1ع ب ا 
وص الشكل الجديد لممادلة لاغرانج من اجل الجل الإسيطة الحافظة 
(233 7-417 دابآ 


بتابع لاغرانج . وتمثل المادلة (32) « معادلة تفاضلية هي معادلات الحركة 
للجملة الميكانيكية المدروسة . 
111 - معادلات لاغرانج للجمل المبكانيكية المعقدة : 


اذا تأملنا صفات اخلة المميكانيكية الممقدة را جع الفقرة 111 ) فاننا 


581 ب 


زى أن تعقيدها ناثىء عن صفة اللاهواونومية التي تتمتع بها والتي ندل على 
ان تابع أو توابع القيد المفروضة على اخلة هي بحيث لا يمكن منها عزل 
جيع المتحولات ( الاحداثيات ) اللامستقلة لأن توابع القيد لايمكن أن 
تكتب بالشكل البري 


ه كع لغأاية, ف .2و , يو ) 1 
وممادلات القيود هي بصورة عامة تفاضلية » أي أنها تابسة للسرع العامة . 


ومكن كتابها بالسكل : 
مد (يواقه يو ليو )رف لا +دؤوليو) يذ + زور يواءه 
0ع (يو)ش وو( يو )رش ل لاغ وُوليو) و8 + يو( يو) ,8 
0- زيو)ظه ل يو (يوارىة + + 09و )ير + يو ( يو 18 
وعدد هذه المعادلات هو عدد القيود االاهولونومية المفروضة على الخلة . 
وف هذه المعادلات جميع الامثال 
89.2.2158 دل : (ينو )3 2.205 95(ه )8 ى (يو) ره 
تأبمة بصورة عامة يع الاحداثيات العامة ل-.٠ء‏ 5زين 5 نب ٠‏ ويمكن 
كتابة علاقات القيود بالأشكال الختصرة : 
0م- (يواو+ بو ليو اه 2 


١ 
2 ريولظ + بن (يو)‎ -0 4 
5 852) لالظ سبو 07و‎ -0 
ونكرر القول مرة ثانية ان عدد هذه العلاقات » وليكن ص »هو نفس‎ 
عدد القيود الفروضة على أخجلة 5 إذدك هناك دم علاقة ربط بين م متحول‎ 
الاحداثيات العامة 9 وهذا عق ان هناك ددر من الاحداثيات العامة‎ 20 
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غير مستقلة وبالتالٍ +:-م منها تمد متتحولات مستقلة . وقفل اشتقاث 
ممادلات لاغرانج لثل هذه امل المعقدة تحب الاشارة الى أن مبادلات 
القيود ( 34( شكل حزءاً من معادلاات الحركه » والحزء الثاني هو معادلات 
لاغرانج التي ستعتقبا الآن . 

اذا عدنا الى العلاقة ( 26 ) أمكن كتابتها على الشكل : 


378 3 ان 3 
: . 8 5 
لي . 2 <-لخلئي. 2015 سسدت 
أو : 
5 
02 ال لين 35" 
(35) 2 7 


وهذء الملاقة عامة وتنطق على الجل السيطة والممقدة عل حد سواء 5 

لتكن 8 القوى, المطبقة على الجلة و ,© القوى المامة . ولتكن كذلك 
6 التقالات افتراضية في الاحدائيات الديكارتية و بون الانتقالات الانتراضية 
الوافقة في الاحداثيات العامة . عندئذ يمكن كتابة العمل الافتراضى 17 
بطريقتين : 


(36) 69:© رج 5 ان 
0 
0 _ِ_ + 
1 4 
4 5 2 5 زلم حدرءة 7< ع ان 
1 1 7 
3 55 
انك 9 
:6 8[ مضي . أ رس ع ] سي - 
0 1 
1 2 1 7 24 
037) 8 | ليم ل اسيليم لسد 2 
_ فال بنع 6 و6 عق ]ا- 


58# 


حيث استمملنا الممادلة ( 35 ) واأملاقة 


ع 
الريك 
(38) تع عن 
: 0 
وعقارنة الملاقتين ( 36 ) و (37) نحجد 
1 6 اين ك 6 
(39) فيو ]رت ل يو ل جين ج72 | 2 


أو كانت جمييع الاحدائيات ,ن مستقلة لكانت الاتتقالات الافتراضية روة 
مستقلة عن بعضها أيضا ولأمكن عندئذ أن تقول ان العلاقة ( 39 ) تتحقق 
دوماً إذا كانت أمثال .و3 معدومة » وعندئذ نحصل على ممادلات لاغرانج 
لحالة الجل البسيطة ( حيث هناك ,و3 مستقلة جميمها بالفمل ) . أما في حالتنا 
الحاضرة ( للجملة المقدة ) فالاحدائيات ,ن ليست كلها مستقلة عن يمضه 
وبالتالي فان الانتقالات الافتراضية .+3 لست جميعها مستقلة . ولذلك لامكننا 
أن قول أن جميع أمثالها معدومة . 

ان العلاقات التي تربط بين الاتقالات الافتراضية تنتتج من علاقات 
القيود (34) . ويمكن كتابة هذه العلاقات بشكل تفاضلي : 

0 دءة(»و )د + بوه (,و ا 


0- عو( )2 + نوه( )3 8 


0 - 94( )8 ج بوه (و )3 ع 


وإذا اعتبرنا هذه الملاقات ( أي هذه القيود) في لحظة معينة أمكن اعتبار 
الزمن 5 عندئذ وبالتالي 0ع عل . وبالاضافة الى ذلك » اذا اعتيرنا 
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الناصر التفاضلية في الملاقات كالتقالات افتراشية امك استدال 
بوك ب بو ة وعندئذ تأخذ العلاقات المذكورة الشكل الافتراضي الآني : 
0 د بنو 6 لس 


حو (و)ةس 


)41) 


متبوة يبي )تج 


لنضرب هذه الملاقات بالترتيب بالتوأبع (ي ) .2 و (,و )يز و ...و (يو )م1 
ولنجمع الناتج طرفاً إلى طرف . نحصل على الملاقة 

...+ (؟) رظ (يو)ية + ليوا رة لو ) ا 
(42) 0 > بو ة[ (يو)ب8 (يو )+ 


وتسمى التوابع ( يو ) به » حيث م , ... , 11,2 » بمضاريب لاغرانج وي 
توابع للاحداثيات العامة جميمها وجب تعينها فيا بعد. 
إذا طرحنا العلاقة ( 42 ) من الملاقة (39) نجد 
(43) 0-0[ رقلىرة - *- ريه - ا ع ا ا ١‏ 2 
حيث أسقطنا المتحولات ,و من التوابع للتبسيط فقط وحيث ه ,.., 2 ,1 د 1. 
قلنا سابقاً ان الاتقالات الافتراضية و8 ليست جيعبا مستقلة عن 
بمضها بل هناك مه اتقالاً غير مستقل وبيقى ( م - « ) اتقال مستقل . 
لتكن يو 8 :...و يروة و روث هي الانتقالات الافتراضية غير ااستقلة وعندئذ 
تكون الانتقالات المستقلة هي 1 0 110 0 بي ١6‏ لنختر 
توابع لاغرانج ره و ... و ية و 46 بحيث تنمدم أمثال الاتقالات 


ه586 ل 


غير المستقلة في المادلة ( 43 ) وعند ذلك يكون 
5 1 6 4 
(44) 0 بيط -0... حبرظية دية 1 حرق - لي 


1 - :. وإذا أسقطنا الحدود الممدومة من المعادلة (2)43 


حيث 20 را 
نصح 5 
051 1 8 0 
(45) 0 درو[ ,8 وألب.. رظي - ,1:4 - ,© - 5 2 2 


حيث : الجموع على : من 1 + م - فالى م . 

تمثل هذه العلاقة ( ور - م) معادلة فنها( «د - م ) متحول مستقل 
هي روة حيث (« د ...25+ ص :1 + ص - 1 ) ويحجب أن تتحقق داعا 
ومها كانت هذه المتحولات المستقلة . لذلك يجب أن تكون جميع أمثال 
التحولات الستقلة ممدومة . إذن : 
١ )46(‏ 0 لما ج000 قياس بشي - ب - 3 0 
حيث در..ء 2 + ,1 + ص دخ 
واخير] إذا تأملنا العلاتتين (44 ) و (46 ) أمكننا أن نديحها علاقة 
واحدة هي : 

6 5 8 الى 


 )47(‏ 0ص رقلىا سحت رقية ع رقا أ 9 و و ا 


ححيث صى... 2 ,1 ح- ة 

هذه هي معادلات لاغرانج من أجل اجل الميكانيكية المعقدة . تمثل هذه 
الملاقة ه معادلة 550 « يبول هي ة ل٠‏ تيك 15ل فى 05 ليو 4135و 
ام وعدد الجاهيل ول ٠‏ ايضاً . وحل الجموعة الناتجة يؤدي إلى 
معادلات الحركة » ونعيد كتاتها بشة الوضوح والتلخيص . 
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ٍ ادك ١‏ طش 00 
قير + 1 ++ ,© د - سكل 


)48( 


0 >- 8س بوب اج 


واخيراً إذا كانت الملة محافظة » أو كانت القوى مثثقة من كون 3 
فان بامكاننا أن نتبع طريقة مائلة لاتي اتبمناها من أجل الجل السيطة في 
الفقرة السابقة وان نكتب معادلات لاغرانج (47 ) بدلالة تابع ارخ 5 
وبالتالي تأخذ ممادلات لاغرانج الشكل الذي تمثله العادلة الأول من 
الجموعة التالية : 


: 5 لآ 6 1 0 0 
لاع خم الوا ارو 0 
مخ و رهام 
1 
(49) | 


وهى معادلات الحركة جلة ميكاننكية معقدة ( لاهواونومية ) محافظة , 


ع] _ معادلات لاغرانج في حالة قوى نيضية : 
القوى المؤثرة على املة مرافقة لما أثناء الحركة كلبا. إلا ان هناك حالات 


لامك ل 


تطبق فا القوة على الخلة خلال فترة زمنية قصيرة حداً . مثال ذلك حالة 
جسم ساكن يعطى دفعة باليد . فالقوى التي تبدهها اليد الدافمة تطبق على المسم 
فترة صثيرة فقط . ومثل هذه القوى تسمى بالقوى النبضية او النابطة . 
وهذه القوى تؤثر على الملة الميكانيكية المطبقة عليها فتتكسبها تسارعاً وبالتالي 
وعندما تأثيرها تكون الخلة قد اتخذت وضما حركياً معيناً ٠.‏ ومكنا 
بمد ذاك أن تتابع المركة وريما تحت تأثير قوى اخرى غير نضية . 
وسارة اخرى أن القوى النيضية تعطى لاحملة سرعة أتدائية إذا حكانت 
ساكنة قل تطبيقبا او تثير وضعها ار تفييراً مفاحئاً خلال فترة زمنية 
قصيرة جداً . 

أثناء تطيق القوى النيضية تكو الخلة خاضعة لمذه القوى اافعل 
واذلك ممكن أن بر عن معادلات الحركة أثناء هذه الفترة القصيرة 


نكي 


ععادلات لاغرانج بصورة عامة . أي 


اج 
1ن 5 0 57 8ك 
)50( وح دن رج ع به - 926 رك 20 
) 


فاذا كانت فترة تطبيق القوى النبضية 85 هي + ( بين اللحظتين 0 دع 


و 00 وأردنا آن نحصل على كل تأثير القوى خلال هله الفكرة فاك 
من الواجب عندئذ أن تكامل الملاقة ( 50 ) بين 0 ,+ . اذك 


جل 2 0 5 
523 وان 17 8 ك4 
5) 4 ل :-_ -06 د 5 0 
(31) 8 25ل 0 01 0 ا 
2و 0 60 
<دا ابا 7 1 
30 1 5 1ه 7 8 - 
24*59 .8 ]50 د إن 9 احا اع ا 
0 0 


2 


1 2 5 0 
فاذا كان + قصيراً حداً أمكن اعتبار 
911 


فاث تكامل الطرف الأعن لاعلاقة الأأخيرة حتت 


ثاجاً خلال هذه الفترة ولالتالي 


3 0 0 سا 
3 كك 5 ا . 2 ة- ل | 
00 2-9 09 (54 )2 0 25ل 
0 أ 0 1 8 7 
0 2 


000 جا ال 2 
حيث 5 هو دهم هوه 5 8 
إذا كانت الفترة + قصيرة حداً أي اتتبت الى الصفر فان : 


4 

7 6 0 
54 0ع دب ذا 
5 89 مج ,م 


أن - عدو ولك سني قنة ببذا الى ارياضات القططيةاء 
فاذا أخذنا نبابة طرفي الملاقة ( 52 ) آخذين بين الاعتبار الملاقتين ( 53 ) 


و(54) اننا نحد : 


0 5 0 657 
(55) 1-0 > [ ين ]- ل 397 ] 


حيث يدل الدليل 1 على الحالة قبل تطبيق القوة النبضية والدليل 2 على 
الحالة بعد اتهاء تأثير تلك القوة » وحيث ,7 هي التعريف الدفوع العامة 
المرافقة للاحداثيات العامة . 

واخيراً للا كانت الاندفاعات العامة .8 تمطى العلاقة ( 6 ) فان المعادلة 
(55) تأخذ الشكل 


(56) #ج ده 8ك )عيرم 
1 


وتعرف كل .من الملاقتين التكافتتين ( 55 ) و ( 56 ) بعادلات لاغرانج في 
حالة القوى النيضية . وتعطينا هذه المعادلات مقدار التنيرات في الاندفاعات 
.العامة 7 النامة عن تطبيق القوى الننضية . فاذا كنا نعلم الاندفاعات 
الابتدائية 28 أمكننا معرفة ورم بعك انتهاء تاثير 5 القوى 5 
وبسارة اخري » أن هذه المعادلات تعطينا اوضع الأركي لاحملة أذا كنا 
نل الوضع الحركي قبل تطبيق القوى النبضية . واعتباراً من هذا الوضع 
الحديد لاحركة تتابع الجلة حركتها بتأثير قوى اخرى ( إذا وجدت ) 
خاضعة لمادلات حركة اخرى غير المعادلات ( 56 ) »وذلك وفق قانوذنيون 
الثاني في التحريك . 


.594 ب 


الغي ابا شكشر 
ميكانيك هاميلتون 


تابع هاميلتون 

معادلات هاميلتون 

تابع هاميلتون للجمل المحافظة 

الاحدائيات المتنكرة 

لمعادلات القانونية للحركة في. حقل قوى مركزي 
الفراغ الطوري والاحدانيات الطورية 
نظرية ليوفيل 

الحساب التغيري 

مبدآ هاميلتون والفمل الاصفر 

التحويلات القانونية 

التوابع المولدة وشرط التحويلات القانونية 
معادلات هاميلتون وجاكوبي 

معترضات بواسون 

معادلات الحركة بدلالة معترضات بواسون 
خواص معترضات بواسون 

التابعان المترافقان والتابعان المنبادلان 


كه 


لقد عالجنا في الفصل السابق مسائل الميكانيك بطريقة مبنية على نظرية 
لاغرانج . وف الفصل الحالي سنمالح تلك المسائل بطريقة اخرى أعم 
واوسع من سابقتها ( طريقة لاغرانج ) إلا أنها ذات صلة وثيقة بها . وتعرف 
هذه الطريقة بنظرية هاميلتون . وبالرغم من أن هذه النظرية تستخدم لحل 
المسائل المكانيكية التقليدة فانها تقدم أسساً أكثر فائدة في محالات أخرى 
كالفيزياء النووية والذرية وميكانيك الم واليكانيك السبوي واليكانيك 


لقد كان تابع لاغرانج اساسياً جداً في نظرية لاغرانج لصياغة معادلات 
المركة بشكل رياضي بسيط . أما في نظرية هاميلتون فان هناك تابماً 
ندعوه تأبع هاميلتون (أو الحاميلتوني ) لا يقل في أهميته عن تابع لاغرانج . 
ويعرف هذا التابع إلنسبة لجموعة ميكانيكية بالملاقة : 
)010( نا رو رم ل دا 

14 

حيث بآ تأببع لاغرانج هذه اخخلة ع و احداثياتها المعممة و بن سرعبا 
الممممة ورم اندفاعاتها العممة . ونظراً لارتناط .1 و 0 ب ,و فلس 
من السعب عندئدذ أن رى أمكانية التعيير عن 11 بدلالة بو و رم وكذلك 
الزمن ؛ . ونستطيع لذلك أن نكتب + 


)2( (أنرو درم )11 ع كع 


ا 


حيث « ...29 19 - 1 وحيث م عدد درجات حر المجموعة المكانيكية 
أي عدد احداثياتها العامة الكافية لتعيين وضعبا . 
ا م معادلات هاميلتون : 
ان التفاضل الكلي لتابع هاملتون محسوباً من الملاقة (1) هو 
(3)غع طلة- 2 و ع _ زمه 2207 + (و1 بنع د 
6 يك 00 1 5 


1 1 


ذاك يأن بآ تابع ل + بصورة عامة . كم أن لدينا 


6 
)0 لويد جد إن 
ونحد منها (راجع ميكانيك لاغرانج ) 
8 آة_ اق _بله ك4 
0 - 3 7 - أو 


بإستمال العلاقنين (+ ) و (3 ) في العلاقة ( 3 ) تصبح الأخيرة 

)0( أ - روك بم م زه 2 > 0111 

ومن حبة أخرى فائنا نستطيع فقون على التفاضل الكلي لتابع هاميلتون 
ن العلاقة (2 ) فتحد : 

0 لد + ا ا لي 5 - الك 


وعقارنة العلاقتين الأخيرتين (6 ) و ( 7) جد : 


011 0 
,م8 - ل 
كله , 
)0( 3 ع ا 
_اعلة 
7 25-7 0 


56 هذه المعادللات عمادلات هاميلتودك » أو المعادللات اأقانونية احركة .: 
ونين هذه الملاقات أن الاحداثيات العممة ب» والاندفاعات المعممة ,م تلعب 
لوول متشامين ف الصياغة العامة لنادىء المكانيك , 

5507 تابع هاميلتون للحمل المحافظة : 


يمكن في الخالة العامة أن يكون تابع هاميلتون تابماً ظاهرة بالنسية 
للزمن » » أي أن الزمن يظبر مباشرة في عبارة التابع الحاميلتوني . وفي 
حالات خاصية كثيرة يكون الهاميلتوني تابعاً مستترا النسة للزمن . ونستطييع 
عندئذ أن نين أن تابع هاميلتوك تابت ويساوي الطاقة الكلية لاحملة . 
ونكوك ف الوقت نفسه قد ببنا أن الطاقة الكلية ثابتة أي أن اخخلة محافظة . 
لهذا الغرض نعوود إلى العلاقة (6) ونكتنها من حديد على الشن التالي : 


طة ررطة رن نيصر ان ؛ 0/11 
9( 0 8 2 0 41 2 00 


م باستمل العلاقة الأخيرة من (8) تكتب 


51 ءات 1 
00 ة 


وتعنى هذه العلاقة (10) أن تبعية 11 للزمن هي فقط في ظبور ؛ مباشرة 
5 تابع لاا رانج 1 وبااتالي قَْ تاببع هاميلتوث 11 » وذلك لذن النتق الكلي 
ل 11 بالنسية للزمن يساوي افق الحزئي ل !1 بالنسية للزمن أيضا . 

اذا فرض:ا الآن أن تابع كك 7 والتالي تابع هاميلةتوت 1 للححلة 


07 21 زد 
عه كك طلكم ك1 ست 
101 «طاخا از 1 عاتب 1 


أي نََ أن تابع هاما يلتوث !ا ثات تاماً و اذوضي 
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11 - 18  تباث‎ 02) 

ولكي نين أن هذا الثابت هو الطاقة الكلية للحملة نمود أولاً الى 
العلاقة ( 1 ) التي تعرف التابع الماميلتوني فتنكتب 

)013 /7+1- إو رماع دح طح روم اع دا 

لعن :81/00 - .م حسما رأينا سابقاً . وفي الل السيطة ( الحولونومية ) 


تكون الطاقة الحركية 7 متحانسة من الدرجة الثانية بالنسبة لاسرع, 
العة 0 ٠.‏ 

لنقف قليلآً هنا بغية تذكر بعض خواص الوابع المتجانسة . من خواص 
التوابع ) 0 المتحاسة من الدرحة 2 أنها نحقق االخاصة 
الرئيسية : 
14 (شرعة , لإفرعة) 21 ( ره نويع )6 8 
مها كانت و . وباشتقاق هذه العلاقة بالنسة ل ه نحد 


رمة)ك " م7 لهل آ تن (عمع)ل "# 00086 [1حم 


37 هل (مه)ن 1 8 ل (جهات + ل 0ن 0 75 
م0 "ا 0 0 
.م مر 7 اح تت 
(0)82 و0 لخه)”0 


وحمل 1 جاه ند 


(15 0 23 "7 
1) الوا بج 2 1 


لنمد الآن إلى الطاقة الحركية لادملة السيطة » وهو كما سلف تابع متجانس 
من الدرحة الثانية النسية ل 4 » ولنطق عليه الخاصة الآخيرة المثلة 
بالعادلة (5ا ( فتحد : 


111 


1 000 اخ 0م 5 
)210 ا 0 
إن استمال العلاقة (16) في العلاقة (13) يعطى 
(017 5 ع 8+1 د /8 +8 28 د كر 


وهكذا نكون قد برهنا على أنه اذا كان .1 ( وباتالي 81 ) تابماأ مستاراً 
بالنسة للزمن فان 4ك ثابت ويساوي ااطاقة الكلية » اي أن هذه الطاقة 
ثامّة بدورها . وهذا يدل على أن اخخلة محافظة . ونستطيع هنا أن تمتبر هذه 
الخاصة تمريفاً جديداً لاحملة الحافظة ذنقول : ان الجلة الحافظة هى التي 
يكوك تابعبا الحاميلتوني 6 .مستر) بالنسة اللرمن + 4 اي الى تمفق الشرط 
ماع عقّإيلة أو 0 دعت إللة . ثم إن ماتقدم هنا في هذه الثقرة ذو 
فائدة كبرى في التعبير عن الحامياتوني وبالتالي عن المعادلات القانونية احركة » 
كما سترى . 
7 ل الاحدائيات المتنكرة : 

يقال عن الاحداتي 94 انه احدائي متنكر (أو 0 ( إذا 1 يظبر 
مباشرة في تابع لاغرانج وبالتالي في تابع هاميلتول » اي إذا حقق 
الشرط التالي : 


511 81 
9 اي هس ست جمد 
ويكوث عندئد 
19 ثابت ب(رم) ح بم 


وهذا يدل على أن الاندفاعات اللرافقة للاحداثيات المتنكرة هى تكاملات 
للحركة او ثوابت الحركة . والعلاقة ( 19 ) تثل إحدى معادلات الحركة . 
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7 المعادلات القانونية للحركة في حآذل قوى مركزي : 
5-5 

جسم مادي كتلته 1 شحرك اضيا لحقل قوي م ركزي 5 كوتة /1. 
والمطاون هو حساب تابع عامياتوث لهذا الحسم ؛ ثم استخراج الممادلات 
القانونية لركته ( معادلات هاميلتوذ ) . 

با أن الحركد خاضمة لقوة مركزية فان المسار مستو . و هذا 
المستوي بشعاعي السرعا. الابتدائية والقوة . ويتمين وضم المسم في هذا 
المستوي باحداثريه القعنبيين (9,:)»؛ أي .ديو و 6 - بو والاندفاعان 
المرافقان لهذن الا جدائيين ها رم د وم وا وم سيم. 

تععلى الطلاقاة المركية في الاحدائيات القطية ب : 
(20) 2602 ب ةنم) و1 > 5 مخ 12 
)21 0) لا - 2602م ل 2 )ص 4 جر[ 
ويككحون الاندفاعان المعمإن : 


نآ 8 1 80 

)22( اللا ل ود ا ار 
9 نآ 0 81 

)23( ا ا ع0 


يحيث أن الملاقتين الأخيرتين تمطيان : 
224 عم / مم > '© و سص/ رمس عدم 


8 
1 ا ل سحت 0 


از 


)17 + ( 2602م نوم 4 د اق وم + رماع 
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)هذ جب )و (5)- 


1 11 


01 
(25) كاف ١‏ شط 5 
7 2 20 


أما المعادلات القانونية لاحركة فتنتج من تطبيق العادلات ( 8) أي 


بم _ 211 
يتك جح ااا 
1 مر0 
اذا - 11 . د 
(26) 1 م2 
)7 0 76 1 1 
0 ع سن ان 
ل 1 
9 و0 م6--0 ٍ 


لاحظ أن العادلتين الأوليين من (20) تكافئان الممادلتين (24) . 


ان الصياغة الهاميلتونية لليكانيك تقدم تشايا صركاً بين الاحداثيات 
المعممة بو والاندفاعات المعممة بم . سمي الأولى منها ( ,و ) بالاحداثيات 
الموضعية » كا نسمي الثانية ( ,م) بالاحدائيات الاندفاعية . ومن الفييد 
في كثير من الأحيان أن تصور فراغاً ذا (208 ) عدا تثله هانان 
ال جموعتان من الاحداثيات الموضعية والاندفاعية » إذ تتميز عندئذ كل نقطة 
من هذا الفراغ بإحدائثياتا 

و ٠٠.6035‏ 5 وم 5 2« ”5 1م 5 يم ٠-٠-٠-3‏ 9137 7( 42 117 


لك 


سكي هذا الفراغ بالفراغ الطوري ذي الأبعاد (22) 5٠:‏ نسمره احياناً 
بالفراغ الطوري. ( من ) .كا نسمي هذه المجموعة من الاحداثيات 
بالاحداثيات الطورية . راإدير بالذكر والملاحفلة هو أن تين الوضع 
الحرق احملة المكانكية الدروسة في لحظة ما ؛ ( أي تعبين احداثياتها 
الموضعية والاندفاعية ) يؤدي الى معرفة احداثيات نقطة مقابلة ممم الفراغ 
الطوري . والمكس » فا كل نقطة من الفراغ الطوري تعين الوضع المركي 
اجملة اليكانيكية في لحظة ما » . فمندما تتحرك الخخلة الميكانيكية في الفراغ 
العادي ( الدبكارتي ) ذي الأبعاد الثلاثة فاك النقطة الطورية الممثلة وضع 
الجلة تتحرك في الفراغ الطوري وترسم'منحنياً ممعطى جمادلات هاميلتون 
( العادلات القانونية للحركة ) الي استتخرجناها في مطامع هذا الفصل. 


نعتبر مفوعة كبيرة حدا من جلى ميكانيكية محافظة تتصف بأن لما 


ابم هاميلتونياً واحداً . فتابع هاميلتون هذا ثابت لأن جميع الجل محافظة 
ويساوي الطاقة الكلية » أي 


27( ع ليم نكيم نرم تيو داءء دين نرو) لآ 
ولا يظهر الزمن في هذه المبارة لآن الحاميلتوني في امل الحافظة هو تابع 
مستتر بالنسبة للزمن . إن المعادلة ( 27 ) وأمثالا تمثل سطوحاً في الفراغ 
الطوري . لنفرض الآن أن الطاقات الكلية الثابتة لهذه اخل كلما محصورة 
بين ياو ,2 . وعندئذ فان اتتقال امل من أوضاع الى أخرى عثل اتقال 
النقاط الممثلة لما في الفراغ الطوري ببن "سطحين” تثلها المعادلتارنف 
يقلت ليع قبن قوم توس ديو نم٠٠‏ ديو : بو)]1 
(28) 
وات زيم ٠0٠095‏ ذيط تدم تي ٠٠.00‏ زيل 195و )11 


1 بك 


وذلك م سين الشكل الرمزي )1( ٠‏ وجب ألا بنيب عن الذهن أن 
مفبوم السطح في الفراغ الذي أبعاده أكتر من ”لاثة يختلف عن مفبوم 
السطح الحنسي المعروف في الفراغ ثلاثي الأباد . 


ج58 
الت (1) 


جا أن لاجمل اليكانيكية اللتحركة شروط بده مختلفة في الفراغ الطوري 
فائها تتحرك وفق «مرات» مختلفة في ذلك الفراغ . لنتدور أن الأوضاع 
الابتدائية واقمة في المنطقة ,11 من الفراغ الطوري ( أي أن النقاط الطورية 
الممثلة الأوضاع الاجدائية للحمل واقعة في المنطقة 0 وأن أوضاعبا الحديدة 
يعد مضي فئرة زمنية غ واقعة ف المنطقة وأ! من الفراغ الطوري فك 3 
نقطة من النقاط الممثلة لاحمل » مثل النقطة 4 تتحرك راسمة مساراً 
دثراً» في الفراغ الطوري مثل © منتقلة إلى 8 من المنطقة ,ااءحيث 4 
وضع هذه النقطة في لحظة البدء ع و8 وضمبا في اللحظة لوطي . 
ونختار ,8 و,85 بحيث محتويان على جيع النقاط الممثلة يم الحمل في 
اللحظة ,؛ واللحظة ,: بالترتيب . وهذا يدل على ان عدد النقاط الممثلة 
للحمل واحد في كل من المنطقتين . 

تنص نظرية ليوفيل على أن « الححمينء !1 و ر8 متساويان . ويكافيء 


يحب 01 عد 


ذلك قولنا إن كثافة النتقاط الممثلة ( عدد النقاط في واحدة الحجم ) واحدة 
في :8 ,8 . ونستطيع أن نمم نص هذه النظرية بقولنا : 
وان كثافة النقاط الممثلة لاجمل في الفراغ الطوري تت ثابتة اثناء حركة 
هذه الحمل في الفراغ العادي» . 

قبل أن نأني على برهان هذه النظرية بصورة عامة سنمبد اولةٌ بالبرهان 
عاها في حالة بسيطة حين تكون لكل لة من هذه الححلل درحة حزية 
واحدة ؛ ونستنتج بد ذلك البرهاك العام . 

5 حالة درجة حرية واحدة : 

في هذه الحالة» تتميز كل جلة باحداثي ٠‏ واندفاع م ويتحيز الفراغ 
الطوري عندئك بعدن فقط هما ) وم . والمنصر ه الحجمي » الطوري 015 
يؤول عندئذ إلى سطح قدره مو وك م بين الشكل (2 ). 

لتكن (غ؛ دم ون ) ن كثافة النقاط الطورية المثلة في الوضمع ( م ) 
واللحظة ع 


جد اك 0-7 


التعن ( ) 


1 5 8 8 1 
ان السرعة التي تدحل م النقاط الممثلة من الوحه 41 هي 2 ا 0 
ويكوك عدد النقاط التي تمتاز 413 خلال الفترة الزمنية 1 
20 مل 'ونو مع 8م 

م4 


2ت اخ عت 


وعدد النقاطر البي ترج محتازة 00 

)30 «149(8و واي + (نوه) )دور 

جيث استعملنا دستور التزايدات المحدودة كتقريب مقبول لاحصول على قيمة 
دل () م + (ع) و ع (ع0 +ع)جم 

ولذلك فالقدار داخل المترضة عثل قيمة الداء بوم عند الوجه 02 . الفرق 

بين ولا و ورا مثل عدد النقاط التي تدخل من 8ه ولا تخرج من 

ده أي: 


- 
0 


)31 م044 ( يبنو ) 7 5 دن 


ريقة مماثلة تماماً نبرهن أن عدد النقاط الممثلة التي تدخل الوجه 40م 
ولا تخرج من 80 يساوي 


80 
02 م4 46 ('م4) هم اك رولا - ويلا ح رلال 
وبذلك يكوث المدد الكلي للنقاط التي تدخل السطح م4 46 ولا ترج 
منه مساوياً 


0 0 
أو و4 44[ ('مواوج 0 ولة ل + راغ 0 ع لحل 


من حبة أخرى فان هذا المدد يساوي التنير الذي يطرأ على المدد < بين 
اللحظتين +*وعل + عع أي 


لت 


(34) و مل 5 نلق 


8 
ومن الملاقتين الاخيرتين (83) و (34) نستنتج أن 


اجوو سم 


0 0 
35١‏ عل ان ) ععد( )ده 58 


وشر أقواس هذه الملاقة يقود ألى 


9 توق 0 5 5 0 
6 لل يك 
أو 
(36) ال 4 
>[ ل ا 2 0 
لكن ممادلات هاميلتون ( 8 ) تسلي 
١1‏ 7م 511 0 كك 
مرت 00 3 )--- ( 56 3 01 
07) 5 
11م -_-2- 58 3 6 نان 
2 ع 6 ( 011 م8 
وأخيراً وبإستمال (37 ) في ( 36 ) نهد أن 
(38) مك أو ثابت دم 


فالكثافة © ثابتة وهو ما كنا نريد الوسول إليه . 
ب) الحالة العامة : 
نعود الآن الى الحالة العامة حيث لاحدلة ه درجة حرية » وحيث يكون 
عنصر و الحجم » في الفراغ العلوري 
(39) وقك ... وهك ٠‏ يهل ٠‏ يول.. .يول .يول ع 5ل 
لس من المنيد ان ندرك ان تغير كثافة النقاط المثلة خلال التغير الزمني 
عل هو ْ شي وان تنير المدد الكلي للنقاط الممثلة خلال هذه الفترة هو : 


26 5 
00 5: 1 4 )40( 


22 


وءن جبة أخرى ليس سما أن نسم الملاقة (33) لنجد أن هذا التغير 
يساوي 


6 6 0 
امن ال وماد أ سدس سصف 


«[(م) سكي +... +(يه) كه + (إم ) حم + 


أو: 5 . 
0 1 (ماطم ع +( شاط ] - ده 


رتسي الادقان (40) و (41) 0 59 
4 مل (اس) شع + نما ع 
ويقود انجاز الاشتقاقات الحزئية في العلاقة الأخيرة إلى 

(43) - + )م م8 دق 2 ب 0 0 
: ان المعترضة الأولى في هذه العلاقة تمثل المشتق 8 ل © أي 
كي وأن المترطة | الثانية معدومة لان 


11 ان ْم 0 50 
اناك يي تكن يي رن 6 


وذلك بالاستعانة معادلات هاميلتون التى أنف ذكرها. وأخيراً فان استمال 
الحقيقتين الاخيرتين في الملاقة )43 يردها الي الشكل السيط 


3 د ص- أو ثانت - 6 


فكثافة النقاط الممثلة لأوضاع الحمر الحركية في الفراغ العاوري تت ثابتة 
أثناء انتقال هذه الححلل في الفراغ العادي » وذلك عننما تكوث الحمل 


2 0 


محافظة ولا شكل هامياتوني وأحد وعدد واحد م من درجات الحرية . 
1 هس الحساب التفيري : 

من القضاا التي تهرز أحيانا في الرياضيات والفيزياء قضية ايجاد منحن 
© » اي اجاد معادئته (ع) م س لا » يصل بين نقطنين له و8 فاصلتاهما 
على الترتيب هووط محيث يكون التكامل المنحني لتابع ما ( “ودر و )1 
على هذا المنحني © بين النقطنين ه و8 أسفريا او اعظمياً » أي بحيث 
يكون التكامل 
(44) عفر بورع 8] 1 
اعظمياً أو أصتريا «احياناً تقول مستقراً » » حيث علد إنول - برو" هو 
تابع ما مين ومعروف سلفاً . ويقال عن المنحني 0 الذي نهده أنه المنحي 
الحدي ١‏ او منحني الاستقرار » بالنسة لهذا التكامل . 

سنبرهن بعد قليل على أنه لكي يكون اصحاد هذا المنحي © مكنا 


7ق "1 6 4 
(45) ا ات 


يطلق على هذه الملاقة أسم « معادلة أولير » احياناً ومعادلة ه لاغرانج» 
احياناً اخرى . وسنطلق علبها للانصاف اسم « معادلة أولير ‏ لاغرانج» . 
ان هذه القضية وقضاا أاخرى مشايبة ننتمي إلى حقل رياضي خاص نسحيه 
و الحساب التغيري » او د حساب التغيرات » . 
لنعد الآن إلى معادلة أو لير - لاغرانج وذين ضرورة تققها صكشرط 
. لامكانية ايجاد منحن 0 تحمل التكامل 1 في الملاقة (44 ) مستقراً أي 
ذا قيمة عظمى او صفرى «النسبة لجميع التكاملات الأخرى اتابع ٠”‏ ذاته على 
جميم المنحنيات الأخرى الممكنة بين 4 و8 ١‏ لنفرض أنن المنحني الذي 
تحمل الشكامل ١‏ مستقراً هو المتحني © المين في ال (2) 
والذي ممادلته 
اس 30 


الشكل (2) 


ط >> ع >> مهم , (حع)1 


ا 


: 
وفغت اننا الغ لاع مقن (*)7 نحيث ينعدم عندما م - ع وط د ع. 
اي : 
ّْ ه هك رطين ٠‏ > (ه)رن 

وليكن » مقداراً صنيراً بقدر ما ترغب . عندئذ يكون المنحني ,0 
الذي عئله التابع 


(46)' (<) و_ع + (ع)ع دعم 


عحاور؟ً ل 0 . فاذا حسبنا التكامل (44) على المنحني .© كانت النتيجة 
كالتالي : 
م 
ف 05 (سء لاطروء + طرع)" |2 (ع)ا 
8 


(48) ا 


() 01 
م 0 


انم تظبر في 5 وإلتللي في التكامل عن طريق 
(49١‏ “ردع لط 5 ع لوث برع نهلط دور 
ولذلك يأخذ الشرط ( 48 ) الشكل الحديد 


لا 71 + :421 © 51 
08 م 80 07 


وبتطيق هذه التتيحة 8 التكامل (47) ند 

وحساب التكامل التحزئة يقود الى الملاقة ش 

60 محم [( ج77 )ع - ]د *] + 1:2 , عي ] 
: 


ان الحد الأول من التكامل الأخير ممدوم لأن ه > (4) :ره - (0 ن 
حسها فرضنا سابقاً ٠.‏ و 


1 
6 
51) مع [( جه ) ىا - م ا 


لكن التابع , اختياري الى حد كبير ؛ إذ أن اك 520 
لايتمدى انمدامه عند ه - عوط - ع . وهناك عدد لانهاية له من التوابع 
اللي تحقق هذا الشرط . وإذا لاحظنا أن الشرط (51) يحب أن يتحقق 
مها كان التابع 6 ادركنا عندئذ أنه يجب أن يكوت 


8 1* 5 4 6# 
0 0«* 69 5-8 

أو : 
َْ ولك ل 4286 
02 م ايحم لس لبا شم 
١‏ 11014 


ان هذه النتيحة يمكن أن تممم فتشمل تكاملات من الشكل 


طُُ 
)53 كل ليا داريو اك )8 / 


حيث يمكن ابجاد منحنيات ,0 و ,0 ...و ,0 تمل هذا التكامل (53) 
استقرارياً على كل منها اذا تحققت الشروط 


للك م 4 
1 220 « نتن 
م # مه فى 
54 7[ كت 5 1 
- "1 8 8 4086 
١‏ بتنعس تت 
او بشكل مختزل 
سا6 55 0 


لنعد الآن إلى التكامل ل م )1 ولنشره نجوار 0-ء حسب شاسلة تاياور 
د لعيلة فا ]م 


ل جع 


عدم 


1)( 


2 


>4( م بر 1 ع + رن) 1 ع 


( حدود من المدرحة الثانية ها فوف بالنسة لاع 3 
وبكتب ذلك بالشكل 


الل 2 


8 #ة 18 لمآ 
(56) ع1 ('”, + ]د اسلجسلد 


( حدود من الدرجة الأول قا فوق بالنسة ل )ب 
وتدل هذه الملاقة على أن التكامل الموجود في الطرف الأعن منها يساوي تغير 
التكامل ()1 الذي يعبر عنه الطرف اليس . ونكتب هذا التغير بالشكل 


5 


8 رأينا أن هذا الغير حب ب أنيتعهم كعرط ساني لاستقرار التكامل . 


5 
00 37١ 


سس مبدا هاميئتون ( مبدا الفعل الاصفر ) : 
ص 1ك 


53 الشه الشديد بين المادلات 0 0 لاغرانج اجمل 
1 


(38) *5(4ره ديه نوه نيه ء نوو ) بآ 1 
2 


حيث ,1 هو تابع لاغر انج لخحلة محافظةاحداثياتها المعمحة هي وسرعبا المحممة إنو, 


وزى استناداً إلى ما تقدم في الفقرة السابقة وجوب تحقق الشروط 
7 1 لآ مآا5 1 
(59) اوس جا امج لالع ا 0 


وهذه الممادللات هي فملاً معادلات لاغرانج لالحمل الحافظلة لبي رأيناها ف 
الفصل السابق واستخرجناها بطريقة عممختلفة . 


ل ار ا 


لقد قادت هذه النتيحة هاميلتون إلى وضع سدئه التالي : 
وان اخجلة المنكانيكية الحافظة تحر ك بين اللحظتين ,وو بحيث يكوك 
4 
التكامل 6 انتةزاريا + 
11 

يطلق على هذا التكامل اسم « تكامل الفمل » . ولما كاك هذا التكامل 
أصنرياً في مسقم الحالات فان هذا المدأ يطلق عليه اغياا انم« مدا 
هاميلتوث للفعل الأصفر » أو اختصاراً « مبدأ الفمل الأصئر ». ويعبر عن 
هذا البدأ بالشكل الرياضي 


1 
0 وت عاط ]ة 
1 


حيث 5 رمز التغير. 


ونشير أخيرا الى ان بعض المراجع تستخرج معادلات لاغرانج باستمال 
مدأ هاميلتوث وحساب التفير الأخير ( 60 ) الذي يقود مباشرة الى الممادلات 
المنشودة . 


التحويلات القانونية : 


ان سهولة معالجة كثير من المسائل الميكانيكية أمر منوط بحسن اختيار 
الاحداثيات المعممة الني تستعمل في المسألة . ولذا. فان من المرغوب فيه 
أن نمالج التحويلات من جموعة من الاحدائيات العممة الى مجموعة أخرى . 
فاذا اعتبرنا مجموعة الاحدائيات المممة الموضمية بن والاندفاعية .م كجموعة 
أوك ( أو قدة ) واعتبرنا بمموعة أخرى ( جديدة ) من الاحدائيات 
المعيمة الموضمية 0 والاندفاعية ,ط » فا الاتتقال من الجموعة القدمة إلى 
المجموعة الحديدة يم وفق علاقات تحويل من الشكل 


301 جد 


)61) ( نم8 د“دو8 821 بوه دنت بوه رفو ) 0 د 0 
2( (غد8 دن يو8 85 ريك رن روك ,4و ) 8 ص رط 
الموضعية في كل من الجموعتين . ونستطيع ان نمختزل علاقات التحويل هذه 
على النحو التالي 
)63 (غثرم,)) 0-0 
(64) (*.م.)©) -م 
وتمي هاتان العلاقناث ان كلا من الاحداثيات الجديدة يمكن أن تكون 
تأبمة جييع الاحداثيات القدمة وللزمن . 

سنتقيد بنوع واحد من هذه التحويلات ندعوه بالتحويلات القانونية » 


(65) عرو رن.يووظ وو رو© ...© و 1©) 84 ص 34 
أو بصورة مختزلة 
(66) (غ.2, 34)0س بو 
بحيث يكو 

23# 0 2 
(67) 30 3م و 5 0 


وني مثل هذه الحالة ندعو الاحداثيات ,0 و 8 بالاحداثيات القافونية . 


ان تابي لاذرانج ( ؛ , م , و ).1 في الجموعة القدمة و (؛ , 0,2 )بآ 
العلاقتين التاليتين : 


(68) ا ادا بو لقاو عام 


م 


حيث يؤخذ الجموع على جميع الاحداثيات الموافقة لقم الدليل 1 من 1 
إلى هاء فللتاببع الماميلتوني شكل واحد 5 اجلتين القدعة والحديدة 5 
7 م التوابع الولدة وشرط التحويلات القانونية : 


يمكننا ان نين الآن أن التحويل يكون قانونيا إذا وجد تابعم 6 
ندعوه بالتابع المولد حيث محقق العلاقة 


06 
(69) داه كج 
فحسب مبدأ هاميلتون يجب أن يكونف 
2م 
)0( ل و له 
اق 
00 1 
00 مد يه (ص دلط) ]| ة 
6 


وهذه الملاقة لا تمني أن ص - .1 0 تمني أن أحد هذن التابمين ختلف 
عن الآخر بقدار هو ااشتق ازمني © ع لتابع ما © » حيث تصبح 


الملاقة الأخيرة عندئذ 


- 
ص 


|] بو‎ 10 - :]698- 60([ -« (72١ 
3 


وذلك لأن التنيرات تنمدم عند النقطنين المتطرفتين اتكامل » إذ نلاحظ أن 
(1) © -2) © مقدار ثابت تغيره معدوم . إذث » إذا وجد تابع مثل © 
بحيث أن مشتقه حقق الملاقة (69) فاك التحويل من الجموعة القدة إلى 
المجموعة الحديدة يكوك قانونا . 


ا ساس ا 


وييرهن كذلك ان. التحويل يكوث قانونيا إذا كان 
)73( انا حرو 2 كرح ود 
وكثيرا ما عد هذه 0 للبرهان على أن تحويلة 0 هو قانوني 


0 الآن أن هناك 1 مولدا 


24 (غ و9 وب )© ع 0 

للاحداثشات ال موضصة القدعة والحديدة والزمن . ولنفاضل هذا التاسع بالنسة 
لازمن » حيث نحجد 

)275 عم + روك 26 + 7 2- 6ه 


واضافة إلى ذلك فاك التابع © بحقق الملاقة (69) أي 

4 [يد + :2:0 - 18> بو 28 ] ع (2 -ن1) د 16 

53 0 500 - - :19 زم لق - 
6 6 

7 بج - 818 غ3 او 0 ب ادي نا 

ولا كاك بو هو الاملتوني في مجموعة الاحدائيات الحديدة فان 

0 و بم 


55 -0 و25--دام 
وهكذا نحد أننا ولدنا من التايع © الاندفاعات القدعة .م والاندفاعات الحديدة 
5 »م تين الملاقات (77) . وني حالات أخرى للتوابع المولدة تتبع طريقة 
تماثلة لتوليد الاحدائيات التي لا تظبر في التابع 6 
1 سب معادلة هاميلتون ب جاكوبي : 

سس ير .1 

اذا تمكنا من إبحاد تحويل قانوني يقود إلي أن 
6ح بد 


واس د 


فاننا نزى من الملاهتين (78) أن الاحدائثيات الحديدة ,2 و بن كلبا ثتة , 
*وهذا يمني أن هذه الاحداثيات هي احداثنات متنكرة ٠‏ ونستطيع عندئذ 
بواسطة التحويل أن ند الاحداثياتالطورية .م و بن ونمين حركةالجموعة . 
ويتوقف الأمر على اجاد التابع الولد المناسب . فمن الممادلة (77) وبوضع 
هم حج يع ند ان التابع المولد © بحب اك حقق المعادلة التفاضلية التالية 


)29 مد(ء تووم )هب كك 
أو 

60 ع 
)80 م (دن و خج) لم كلق 


وهذه العلاقة التفاضلية الحزئية هي ما يسمى بمادلة هاميلتون- جاكوبي . 


ولكي نحقن غايتنا جب إجاد حل هذه المعادلة واحاد التابع 6. 
ولاكات هذه المعادلة تحتوي على 1 د 0« متحولاً مستقلاً مى 00 
فاك الحل الكامل لهذه المادلة يتضمن 1 + م ثاباً كيفياً . وبإسقاط أحد 
هذه الثوابت بسب خاصة التجميعية فان الثوابت التبقية كلها غير تجميعية . 
وبالتالي يكو الحل بدلالة م من الثوات حيث 80 1929...295د1. 


إذاتف 
)81) ( كدو دوق بيك نس ديه ريو ) © د © 
وعندما يتوفر هذا الحل فاننا نحصل على الاحداثيات الاندفاعية القديمة من 
|أملاقات 
)م032 ل د هلله تم 
4 


إذا أدركنا أن الثوابت ,م تقوم مقام الاندفاعات الحديدة ,ط كان عندئذ 


الممادلات. (83)» وعددها 0 ونحوي 2 متحولة مستعل هي 206 نستطيمع 
أن نجد جميمع هذه المتحولات 4 كتواسع بدلالة 68 ذعبز و١.‏ وهذه 


1 سس معتر ض أت بواسوت : 


ان للمعادلات القانونية ناحركة صينة أخرى بدلالة ما يسمى « يمترضات 
بواسوان » ولتميز هذه الصينة بالاختصار الشكلى لمذه المعادلات من حبة » 
وبتطبيقاتها في ميكانيك الكم بصورة خاصة من جبة أخرى . 

لتعريف هذه الممترضات » نفرض فراأغاً طورياً احداثياته بو ر ,م . 
ونفرض تأبمين 5 و © خيع هذه الاحداثيات الطورة بصورة عابة . 
نسمي معترضة بواسوان لهذين التابيين ورمز لما بالرمز | © ,” ] المجموع 


التالي : 
5 2 
© 6 “1 6 5 0 0 
(84) ) 00 65 7 نك لك ) < دزه , ”| 
1-1 


حيث الترتيب بين ,© وبين بم و إن في الاشتقاق أهمية يحب الانتباه 
إابا 
7 - معادلات الحركة بدلالة معترضات بواسون : 
1 0 
لنحسب الآن معترضتي «واسوان للباميلتوني 54 وكل من الاحداثيات 
الموضعية بو والاندفاعية رم أي | رو د25 ]و | م :11 ]ء 


نك 23 0 8 8 0 ِ 
(35) ( 1 2 له 


1د[ 
35 7 و و6 ا 
فاذا لاحظنا أذه - لي ا 3 من أجل زع 1 
ا 0 


و1 كي واستمملنا معادلات هامرلتوك إ0- سي واستصملناكل 
ذلك في الملاقة (85 ) وصلنا إك ما يلي : 


أو - 1ب وق 
(86) 9 -[:ه 80] 
> [م و8] 
حيث نحصل على الملاقة الثانية بطريقة ممائلة . وتمثل هذه الملاقات الشكل 
الحديد للمعادلات الحركة بدلالة ممترضات «واسوث لهامياتوني خجلة مع الاحداثيات 
الطورية . 
7 سس خواص معترضات بواسون : 

تحقق ممترضات بواسون مجموعة الحواص التالية التي نترك للطالب التحقن 
من صحتها وذلك بالتعويض الباشر ونفرض في كل ذلك استمال توابع 
للاحداثيات الطورية قرطا. 
9 [5.ه]- -[ه.م] 
(88) ل ثابت و ه > [60,] 
(89) [©." ]+ [زت .؟]- زع +ع .م] 
)90 [ عد ظ]+ [ عدض]- هه +م] 
(9) 64 [ه ,"8 ]+ © [.6 !ع [ عه ا ؟ 
لق الع )ا سا .5 ]د زع م ] 


)93 لمك ع[ سنس ] >[ وه ] 


لاس لد 


)94) نعجة ٠‏ [يوده ]- [ بده ] 
(95) 1- - [ مون ] 
0 1>[#»#م م] 
7( د - م د[ مهم ] 
ومن هذه الخاصة تنتج معادلات الحركة 

ا © ل 
(98) 1- [ء.ظط] 
)0 - [و 8] 
(100) وق/لة - د [رم , 5 ]| 


1 بس التابعان المترافقان والتابعان المتبادلان : 
ع 0 222222222 1 


نقول عن التابيين 5., © إنها مترافقان فيا اذا كان 1 + > [©,7]ء 
ونلاحظ بصورة خاصة أن ترم مترائقان لآن 1 - [ به ديم ا 
د1- ‏ [بمدوه ]." أن الحاميلتوني 81 والزمن + مترافقان أن 


1 -[|ء .8 ]. 


ونقول عن التابسين , © أنها متبادلان فها بينها إذا تحقق الشرط 
[" , © | [» ,2 ] . الاان الخاسة الأولى (97) من خواص معترضات 


بواسوك تنين أن 
[*.©]- - [5.64 ]|.وستتج من ذلك ان 
[2:6]- 2 | 7.0 أأي ل لم 


اماس 


“1 0 
لك -د[م.8] 


استنتجنا أن الشرط اللازم ليكون تابع ما م مراققاً قانونا للباميلتوني هو 


عرق 
ناف 
0 


1[ عا امد 


وان الشرط اللازم ليكون م تادلياً مع 14 
4 


0 


بٍ 


هو أن يكون 
060 ع- 


أي أن الحاميلتوني 38 تبادلي مع الثوابت . 


اضرا عشر 
المبكانيك النسبوي 


المنهوج الاساسي لنظرية النسبية الخاصة 
نحويلات لورنتز 

تحويلات اورنتز !أعاكسة 

انسجام تحويلات لورنتز مع تحويلات غائيليه 
فراغ متكوفسكي رباعي الابعاد 

تقاصر الطول 

تطاول الزمن 

تحويلات اورنتز للسرع 


انسجام تحوبلات لورننز للسرع مع تحويلات غاليليه ومع مبدا 


تحويلات لورنتز للنسارعات 


انسجام تدوبلات لورنتز للتسارعات مع تحوبلات غائيليه ومع 
مدا آنسناين 


لد ا إجج اد 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طمدحائ_ممددهدات /داتمعل رعمم ع خاءمد/ رعماا | 


لقد استندت صياغة الممكانيك التقليدي على بجموهة من المفاهم وهي 

مفاهم المكان والزمان والمادة » وعدوهة ين النافىم او القوانين وهيقوانين 
نيوقن في التحريك . وقد أكد المبكانيك التقليدي على لنجاحه في تفسير جميع 
ا لمركات ودراستها طالما أن السرع صغيرة جداً بالنسبة لسرعة الضوء . الا 
أن المكانيك التقليدي هذا عجز عن تفسير جميع الحركات التي تنطوي على 
صرع من مرئبة سرعة الضوء حيث جاءت النتائج التجريببة مغايرة لا يتنبا 
به الممكانيك التقليدي . وهذا يعني بالطبع أن مبادىء المبكانيك التقليدي 
( قوانين ندوئن ) ليست صالحة لتمثيل الحوادث الحركية حيئا تضمنت هذه 
الحواذث سسرعا كييرة من مرتبة سرعة الضوه . ولا بد لذلك من تعديل هذه 
المبادىء يحيث نضع المبكانيك في قالب 1خر ينسجم مع النتائج التجريبيسة 
التي تنطوي على السرع العالية » ومن أجل السرع الماخفضة بطبيعة الحال . 
وهذا ما يتوفر في ما نسميه « نظرية النسبية » القي سنعالجها في هذا الفصل 
يشكابا المبسط المسمى « نظريءة النسبية الخاصة » . 


ويحب ألا يلتيس الامر بين « اامكانيك النسبوي » » نسبة الى نظري1 
النسبية وبين « ميكانيك الك » الممني على أساس « النظرية الككومية » والذي 
يعالج الحركات في اطار نظرية النسبية لاني 'طار النظرية التقليديية في 
المكانيك يصورة خاصة وفي الفيزياء كلما بصورة عامة . 'ونود أن نشير أيضاً 
الى أنه لا يوجد ترابط مازم بين نظرية الذسبية ونظرية الك من حيث أرك 
الضّفة النسموية والصفة الكومية لاتظهران بنفس الحدة أو الأهميسة في كل 
حادث فيزيائي . فبناك حوادث تككون فيها تأثيرات النظريةالكومية ضعيفة 
أو غير مبمة على تكس تأثيرات نظرية النسبية » وبالمكس . ولهذا يحبأن 
ننظر الآن في التعديلات المناسية في صياغة الميكانيك التي يتطليها المسكانيك 
النسبوي بغض النظر ما يمكن أن يفرضه مبكانيك الك . وستركز اههامنا 


ست سوسس لد 


بصووة رئوسية حول كيف يكن أن ندخل النسبية الخاصة ضمن إطسار 
الميكانيك التقليدي . 


1 - المنهج الاساسي لدظرية النسبية الخاصة : 


كن في دراسة الحوادث المسكانهكية في ,اطار المدمكانيك التقليدي نمتير 
ما سميناه يحمل المقارنة المطالية “وهي التي تتحرك في الفراغ حركة مستقيمة 
منتظمة . ورأينا عندئذ إن قانون نيوتن الثاني في التحريك ٠‏ 


0 )1) 


لايصح إلا في جملة مقارنة عطالية » ويعتبر أساسا لدراسة الحركات في هذه 
امل . وذكرن أن الجل الأخرى المتحركة حركة دورانية أو حركة مستقيمة 
متسارعة أو كلتبهها مما هي كلها جمل لا عطالءة ولايصح فيها تطبيق قانون 
ندوئن المذكور ٠‏ ورأينا في حينه أنه لابد من تعديل هذا الفائورن ليصح في 
جملة لا عطالية . 


ويمكن أن نبين بسهولة أن كل جملة مقارنه تتحرك ح ركةمستقيمة منتظمة 
بالنسية مجلة عطالية هي أيضا جملة 
عطالية يصح فيها قانون نوتن 
. ويكون لتسارع جسم متحرك ما 
قباس واحد في الجاتين . فاذا كانت 
املة ,5 عطالية وكانت ,5 تتحرك 
الندية لها بسرعة كبثة بي © م 
سين الشكل (1 )4وكارة م 
حسيما متحر كا في كل من املتين 
فان : الشككل ( ١‏ ) 


7 نضاةا 


ايد حيدم اله 


)20 + 7 صن( حا و1 
جد لهم جد 

(3) 707 حونو 
اه الها 

553 )4( 


وذلك بالاشتقاقمرتين متتالبتين بالنسبةللزمن»حيدث )م و أي و أ موضع 
الجسم وسرعته والسارعه بالنسبة للجملة ,و وحيث ,م و بي وام موضعه 
وسرعته وتسارعه بالنسبة الحملة ,5 . وهذه العلافات (2 ) و(3)و(4) 
هي مانسميه بتحويلات غاليليه للمكان والسرعة والتسارع » وحيث في هذه 
التحويلات يعتبر الزمن واحداً في الجلتين . وتفيد العلاقة (3 ) أن سرعتي 
المتحرك متباينتان في الجاتين»بينا تفيد الملاقة ( 4 ) أن تسارعيه متساويان. 
وهذا يقود الى أنه اذا كانت سرعة الضوء هي م بالنسبة لاجملة ,5 فانها 
الساوي 7 _ 6 بالنسبة لاجملة ,5 . لككن قياسات وتحريات عديدة » مثل 
تجربة مايكلسون ‏ مورل » لقياس سسرعة الضوء في جمل مختافة أثيتت أن 
سرعة الضوء ثابتة لاتخنلف باختلاف جمل المقارنة التي تقاس فيها . وها 
ماحدا بآنشتاين الى وضع مبدئه الشبير القائل بأرن « سرعة الضوء واحدة 
بالنسبة لجميع الجمل » . ومن هنا نجد أنه لابد من اص اد تحويلات أخرى 
تحافظ على قدمة واحدة لسرعة الضوء في جمسم الجمل . وهذه التحويلات 
المنشودة هي « ويلات اورنتز » التي سنعالجها في الفقرة التالية . ولقد بين 
نشتاين أن مثل هذه التحويلات تتطلب اعادة النظر في مفبوم « الزمن » 
ومفهوم د التزامن » أو التواقت . ولقد ذهب 1 نشتاين الى أبمد من ذلك 
حيث فر ض أن جميع الحوادث الفيزيائية يحب أن تتاثل أو تتكافاً في جميم 
الجمل المطالية . وهذا ما يعرف « بمدأ التكافؤ » . وبموجب ذلك لايمكن 
قييز جملة عطالية عن ججلة عطالية أخرى . 


اوعس ل 


ولككي نلخص ماتقدم نقول إن قوانين الفيزياء يمب أن تصاغ في اطار 
مبدأ 1نشتاين » أو مبدأ النسبية » المتمثل بشقيه « وحدانية مرعة 
الضوء وتكافق الحوادث الفيزيائية في جمبع الجمل العطالية ». وهذا 
مايقودظ مباشرة الى الجزم بأن التحويلات من جملة عطالية الى جملة عطالية 
أخرى © وهي #ويلات اورنتز » يحب ألا تتعارض مع هذا المبدأ . 
هذا من جهة ومن جرة أخري يحب أن تنسجم تحويلات لورنتز مع تحويلات 
غاليليه من أجل السرع الصغيرة » أي أن تحون_لات لورنتز يحب أن تقبل 
تحويلات غاليليه كتقريب لها من أجل تلك السرع . ويحب » فوقى ذلك»أن 
تقبل قوانين الفيزياء اللسبوية قوانين الفيزياء التقليدية (اللانسبوية) كتقربيات 
ها من أجل السرع اللانسبوية ( الصغيرة بالنسبة لسرعة الضوء ) . 

يتبين مما سبق أن منهج نظرية النسبية الخاصة ذو شقين : 


أولا ) يحب أن نربط بين جملتين عطاليتين بتحويلات تحافظ على وحدانية 


سرعة الضوء 8 
ثانيا ) يحب أن نخضع حوادث الفيزياء الى قوانين تحافظ على تكاذؤ هذه 
الحوادث في ممتلف الجمل المطالية . 


أن المعلومات التجريدية الكثيرة المتوفرة والتحةيقات التي أجريت حتى 
الان تتفق مع الصورة الفيزيائية التي نتجت عن هذا المنبج . وهذا هو > حى 
الان المبرر الكافي لقبول مبدأ 5 ذشتاين الاساسي »2 أو ميدأ النسبية . 
1[ تهويلات لورنتل : 

لنعد مرة ثانية الى تحويلات غاليليه والتي تفترض أن الزمنواحد بالنسية 
للجملتين وأن الاحدائرات المتعامدة مع السرعة 7 لا تتأثر يهذه السرعة . 
عندئذ نستطيع أن ذكتب هذهالتحويلاتمن الجماة 8 الى الجملة /8 مفترضين 
أن “8 تتحرك بسرعة ؟؛ موازية المحور ه ؛ كا يبين الشكل ( 2 ) . وهذه 
التحويلات هي عندئذ كا بلي : 

5 كفضاة 


ل 0 
و مر 


لادج م 2 


)5( + 
0-4 

لنفرض أنه في لحظة اتنطباق 
الجملتين على بعضمماوبالتالي انطباق 
مر كزهما وهو ٠“‏ أطلقت ومضة 


ضوئية من المبدأ ا امشترك . ارت 
تحويلات غاليامه المميئة في العلاقات 
5 ) لبين أن مراقبا في الجملة 5 


الشكل ( 2 ) 


وآخر في الجملة “8 بربإن الامواج الضوئية تذتشمر بسرعتين مختلفتين . وهذا . 
مائئت بطلانه حيث أن سرعبة انثشغار الضوء واحدة باللسة جميسع 
الجمل المطالية . 


وني الحقيقة » برى المراقب في 8 أن الضوء ينتثسر بسرعة واحدة © في 
جميع الجهات ويرى أن الامواج الضوئية كرات مراكزها في ه . كا أت 
المراقب الثاني في “8 برى الضوء ينتشر بسرعة واحدة © في جميع الاتجاهات 
ويرى أن الامواج الضوئية كرات مراكزها في ٠“‏ . وفوق ذلك فان المراقب 
في 5 يرى أن الموجة الضوئية قد وصلت الى له في اللحظة ؛ بعد أن قطءمت 
مسافة قدرها»؛ 0 . ويكتب ه 
(6) حق 
أما المراقب في “8 فيرى أن الموجة الضوئية قد وصلت الى ه في اللحظة '؛ 
بعد أن قطمت مسافة قدرها » © . ريكتب : 
(7) و حن 


104 9ن 


أي أن : 
للق نتن قرا و مسمس ام 


وهذا بالطبع لا يتفق مع تحويلات غاليليه 5 ) . والتحويل المطلوب يحب 
أن يحقق الملاقتين ( 8 ) معا . أي أنه يحب أن يعدم المقدارين : 


(5) وى ا ا 0 لم را 


وهذا يدل على أن هذين المقدارين متناسبان وعامل تناسبما مستقل عن ٠‏ 
المكان وعن الزمان وقد يكون تابما ل فقط . أي : 


(10) “)5م 


وما أن الجملتين 5 و “8 تلعبان دورين متكافئين ومتمائلين فان بامكانة-ا أن 


(11) “8 )4ل 8 
لأن 5 انتحرك بالنسبة ل/8 بسرعة » - . ومن (10 ) و (11) نحد؛ 
(12) 1ع( -)#(0)ك1 


ومن جمة ثانية لو أذنا عككسنا اتجاهات ججميع محاور الجملتين لتبدلت ؟ ب 
»اح دون أن يتبدل 88 و * 2 . أي لكان عندئل : 


(13) (--)835-4 
حيث تعطينا مقارنة ( 10 ) و ( 13 ) أن : 


(14) (4)0؛-(؟١-)غ‏ 
وأخيرأ فان مقارنة ( 12 )و (14) تبين أن : 


حود ده 


(15) 1 اع (؟)2 


وهذا يدل دلالة قاطمة على أن التحويلات التي نبحث عنها نْب أن تحفى 
الملاقة المتسكافثة التالية : 

802 
(16) الوكن دارع 10و ان دقار 


“0 دقع ل ير + لا ع 005 05 بثو جب ئلا 


والعلاقة الاخيرة بأشكاها الثلاثة تدين أن '؛ مختلفة عن ؛ نظراً لان م مختلفة 
عن : ٠‏ أي أن الزمن ليس واحداً بالنسبة لاجملتين المطاليتين 58 و “85.وهذا 
هو أول اختلاف بين التحويلات التي نبحث عنها وتحويلات غاليليه . 


اذا عدنا الى الشكل ( 2 ) نرى واضدا أن الانتقال من احدى الجمملتين 
الى الاخرى لا يؤثر على الاحداثدين المعامدين للسرعة ”7 . وه ذا حمل 
عدا “ناو ابت ثو. ولما كان ؛ « ست “و و بالنسبة لمراقب في 5 فان +)0-ج 
من أجل 0 - “2 . وهذا يقترح أن تككون علاقات التحويل على النحو التالي: 


لا ع ثا 
كر 

١ )17( 
2 (+2-97)هعه-‎ 


(2-ط-»))طهع-) 
حيث ه واط ثابتان لا يتعلقان بالاحدائيات أو بالزمن وينتهيان الى الواحد 
اس أجل السرع الصغيرة بالذسبة لسرعسة الضوء » وحبث عا ثابت لايتعلق 
بالاحد اثيات او بالزمن وينتبي الى الصفر من أجل السرع الصغيرة بالنسبة 
اسرعة الضوء > وكل ذلك لكي تأتي التحويلات المطلوبة منسجمة مع تحخويلات 
غاليليه في المكانيك التقليدي . 


الكس ا" 


ضمن هذه الاعتيارات » اذا استعمانا الملاقات ( 17 ) في المتطايقة( 16 ) 
فان الاخيرة تأخذ الشكل التالى : 


+ع 5 قط عط -_ سر نع)2 - ج02 تم ث0 اشع ) بتر اام 
(18) ل ا ل كلل لل لل ك0 5 


ولما كان من الواجب أن تتحقق هذه العلاقة ممما تكن المتحولات الاحداثية 
والزمن وجب عندئذ أن تتطابق الامثال في الطرفين . وهذا يعطي : 
02-1 “زا ثط اكع 
(19) ل ينه ال لا كر 
0- 2 قل عز ا تب قمع 


ويحل جموعة المعادلات المترافقة هذه نحد : 


2م - 1[ /ى/و/1 سد ٠ط‏ عد ع 
(20) ا /” دعا 


حي مم8 


وتصسر عندئذ علاقات التحويل (17) على الدحو التالي ل 


3 


سس ا 
8 
ا لبشه 5 
ليد درد اع 
“م 0/1 
ل 0 
82 - 1 ليو 


)21( 


0- 


رقد “ميت هذه العلاقات واسم تر يلات لوردمز »© وهو الذي حصل عليها 
عام 1890 أثناء دراسته لاحقل الكبر طيسي لشحنا متحركة 


ا كت 


ان العلاقة ( 16 ) توحى بأن المقدار ؛ © يسلك مسلك الاحداثئياتوهو 
مقدار له ظبيعة 0 ( وهي طبيعة الاحداثيات الديكارئية ) وعلاوة على 
ذلك هو مقدار تاف بين الجماتين » . دصح اعتباره احداثياً رابعا . ولهذا 
يمكننا أن نمثل الاحداثيات في كل من الجملتين 5 و 5 بمصفوفتين موديتين ا 
و “ا بالترقيب أي ٠‏ 


دح 2 ا" وي" 0 
”3 14 و 
(22) | |-| أعنير *“ 5 ا 
4 2 2 يي 
|66 ها كه -04ا_ا ل 2 
وعندئف نستطيسع كتابة معادلات ويل لورنتز على الندو الثالي : 
(23) 04 1 
حيث مصفوفة مويل لورنةز المعطاة بالعلاقة : 
0 0 1 
0 1 0 
8- 1 
2 عل حل 0 0 1ه 11 
0 ذكروه درف 
علج ظتكت :1 0 
2م -إله ثم -1/ه 


ملاحظة ٠‏ 
نلاحظ فيا سيق أن حركة الجملة :8 بالنسبة (5 وفى السرعة بن هي 
حركة موازية لامحور الاحداثي الثالث ده . ولو كانت هذه الحركة موازية 

حور آخر مثل امور به لأصبحت تحويلات لورنتز كالتالي 3 


ححح - - ( 
(25) لس 
2 2 
/ل اسع ( 
*( -1/ه 
ولأصبحت مصفوفة ويل لور مز ه 
0 0 0 1 
8- 1 
"م 1ه 0 :1-8 يه 9 
(26) - 11 
0 1 0 0 
1 م- 
77 0 عب 0 
“م -1/ه “مم -1يه 


3 - تحويلات لورنتز المعاكسة : 


لتمثل تحريلات لورنتز المماكسة العلاقات التي تعبر عن الاحدائيات في 
الجملة 5 يدلالة الاحداثيات في الجملة '5 . ويمكن الحصول على «سسذه 
العلاقات بادراك أن الجمة 8 تتحرك بالنسية للصملة “5 بسرعة قدرها » 
ويتطبيق الطريقة نفسها . وهذا يقود الى مايلي : 


(27) ال دم اه ا 


أو بدلالة المصفوفات ٠‏ 


(28) : 2( 
0 0 0 1 
0 0 1 0 
(29) م8 مكاحي 0 0 - 11 
قر 1د 85- ايه 
1 8 
"م -إيه *م-1/ه 8 ١‏ 


17 ب اتمسجام تهويلات لورنتز مع تحويلات غاليلوه : 


بما أن التجربة والواقع أثيتا أن تحويلات غاليليه صحيحة من أجل 
السرع الصغيرة النسية لسرعة الضوء ( أي في حقل الفيزياء التقليدية ) فان 
تحويلات لورنئز يهب ألا تتعارض معما في تلك الحالة . وهذا ماهو قائم 
الفمل حيث يمكننا أن نرى أن تحويلات غاليليههيتقريب جيه لتحويلات 
لورنئز عندما تككرن ما صغيرة جداً بالنسبة 01 أي عندماتؤول 8 الىالصفر. 
ويمكن أن نتيين ذلك بسهولة بمجرد تعريض 8 بصفر في معادلات تحويل 
لورنتز بأي شكل من أشكاها الواردة 5 نف » حيث تؤول المعادلات (21 ) 
مثلا الى المعادلات ( 5 ) . 


7 فراغ منكو فسكي رباعي الابعاد : 


يتضح من خلال مارأيئاه في الفقرات السابقة أن الزمن ؛ في الجملة 5 
والزمن ' في الجملة “5 ختلفانو أئهما يلعبان دوراً مشابهاً لدور الاحدائيات. 


ل 


لكن الزمن » هذا ليس من طبيءعسة الاحداثيات من حيث الابمكه . ولو 
استعملنا المقدار » © في الجدلة 5 والمقدار © 0 في الجمة “8 نلاحظ عندئذ أن 
هذين المقدارين يلعبان أيضا دور الاحدائيات “»وخاصة في تحويلات اورنتز* 
ونلاحظ أيضا أنهما من طبيمة الاحداثيات نفسها من حيث أنهما يقاسارن 
بالطول » ثأنهما شأن الاحداثيات الديكارتية . ونظراً للترابط بيئهما وبين 
الاحداليات هذه ولامما لا يتعينان باستقلال عن الاحداثيات ( أي المكان ) 
فان من الطبيعي عندئد أن نمتبر لكل حادثة فيزيائية مجموعةمنالاحداثيات 
المكانية واحداثي رابع زءني :0 قي الجملة 8 > أو '* 0 في الجله “5 .وبهذا 
الشكل يكون لاية حادثة فيزيائية أربع احداثيات في أيةجملةمقارنةعطالية 
هي (2,01,لا, :د ) . وذلك مايفرض علينا أن نمتبر الفراغ ذا أربمة 
أبعاد وأن نمتير الموضع ممثلا بماجبة أو شماع رباعي الأبعاد . 


لقد نحا منكر فسككي منحى مشابها حيث اعتبر أن الاحداثيات الاريعة 
لآية حادثة فيزيائية هي (04 1 رسو »)ياحيث يهط 
والفراغ الذي تَثل هذه الاحداثيات هو عندئذ مانسميه «فراغ منكوفسكي». 
وباعتقادة فان استعيال العدد العقدي ذ في احداثيات متكوفسكي ليس له 
مبرر فيزيائي . هذا علاوة على أنه يممل «صفوفات تحويلات اورنتز عقدية 
بدلا من أن تكون خاليقية . وى الرغم من هذا الفارق بين اعتبسارات 
منكوفسكي والفراغ الذي اقترحناء في هده الفقرة فاننا سنطاتى على فراغنا 
هذا اسم د فراغ منكوفسكي » أيضاً . 
1 - تتقاممر الطول : 


ان علاقات تحويلات لورنتز ( 21 ) التي تربط الاحداثيات الاربعة في فراغ 
منكوفسككي في كل من الجملتين 5 و “5 توحي المنا بأنه اذا قدس طول مافي 
الجماتين فان نتبحتي القماس متبايئتان . ولبيان صحة ذلك نعتير قفداً 8 4 


وا 


كا في الشكل ( 3 ]» ثابتا في الجملة 
'و . ولتكن الاحداثيات المكانية 
لطرفيه في الجملئين 5 و "5 بلي : 


('يق, 'رلا, أركا) و (وت وار )اه ع 


(/و2, ولا , أو« ) و (و2رولارو):8 


اذا طلب من كل من راصدين فق 5 
و “8 أن حدد طول القضيب 8 4 


فانه يقمس الاحدائيات المكانيساة 


الشكل (3) 


لطرقنه في 5 ن واحد . ونقول عن 
حادثئق قئاس احداثيات ه و 8 عندئذ أنه) حادثنان متزامئتان . ثم يحسب 


مر كيات طول القضيب على الحارر الثلاثة : 


8ك ار ل ل بلس ولاه ل ىا إلا ل ولاك كر 


)30( 


“رسكيه د أله ا ولوس ول ع غ1 ١‏ ال 0 


ولاربط ب هده القداسات تس تعمل علافنات لور:ةز ) 21 ( قِ العلاقات 


الاخيرة حيث نحد : 
(31) ا ا لكين | لوكن 


ويتضح من ( ]3 ) أن الاطوال المتعامدة مع حركة اسدى املتين بالنسبة 
للاخرى ها قماس واحد في الجمائين في حين أن الاطوال الموازية لهذهالحركة 
تتميز بقياسين تلفين في هاتين الجملتين . ونلاحظ بصورة خاصة أن القياس 
في الجملة 5 أصغر منه في الجملة “8 . 


سد وم لد 


اذا أدر كنا أن القئاس في الجملة '5 هو قياس سكوني لأن 48 ساكن 
بالنسسة لها » وأن القياس في 5 هو قياس حر كي لآن 8 لى متحرك بالنسيةها 
فاتنا نحم عندئذ أن الحر كة لاتؤثر على قماى الاطوال المتعامدة معبها فيحين 
أنها تؤثر على قماس الاطوأل الموازية لها . وتبين العلاقة الثالثة من (31 ) أن 
القياس الحر كي 2 أصفر من القياس السكوني 2 ٠‏ ونعبر عن ذلك بالقول 
بأن الطول « يتقاصر » بسيب الحركة . وتكتب ٠‏ 


(32) *تر لح ]1 /و. امآ 7 ءئ#آ ص 5< ممعم مآ 

كمثال على ذلك انعتبر مر كبة فضائية تيتعد عن الارض بسرعة ثابتة 
0 0,19 - * . فاذا قاس ملاح في المركبة طول قلم الرصاص الذي في 
يده ووجد أنه يساوي دده 25 واذا قاس مراقب على الارض طول قل 
الرصاص الذي في يد الملاح لوجد أنه يساوي 

د 22,5 > 0,81 /ه 25 > 0,19 -1 ىد 25 - لآ 
ولو .انا أن المر كبة تسير بسرعة الضوء » وهذا مستحيل طيقا » لكارنف 
عندئد 1 ى 0/؟ ح 8 ولوجد المراقب على الأرض أن طول قل املاح : 
1-1-0 //ه 25 دابآ 

11 - تطاول الزمن : 

نعرف الفترة الزمنمة » كالمدتاد » بأنها الال الزمني الذي يفصل بين 
لحظني وقوع حادثتين . واذا وقمت الحادثتئان في مكان واحد قلنا عنهما انها 
د متاكنتان » . فالجاكن اذن هو وقوع حادثتين مختلفتين في مكان واحصد 
دون أن يقعا بالضفرورة في زمن واحد . بنا رأينا أن « الترامن » هو وقوع 


سس لد 


حادثتين في زمن واحد دون أن يقعا بالذغرورة في مكان واحد. أما اذاوقعت 


لنفرض الان أن ,؛ و ,غ هما لحظتا ( أي زمنا ) وقوع الحادلتين .4 و 
وف بالنسية للجمل 5 وأن 'ر؛ و ',؛ هما زمناوقوعهاتين الحادثتين؛ نسب ةلاجملة 
'58 . وتكون عندئذ الفترتان الزمنيتان الفاصلتان بين الحادثتين بالنسيسة 
للحملتين مما بالترئيب : 

(33) “أ ديا ه "1 و ا 
ولنفرض فوق ذلك أن الحادثتين متاكنتان في الجملة '8 . فبما غير مناكنتين 
بالشرورة في الجملة 5 . ونعبر عن ذلك بأن نكتب الاحداثيات المكاذية لها 
في الجملتين كا يلي : 

( “2 » وت ل “لاا > ولو ى كوك ه ولا )يك , (رت5 , ولا ,“رك )ارك 

(وت رولا روا)ايك , (/2 , وار إرلا)ارث 

ونذكر هنا من جديد أن الزمن لدس مستقلا عن المكان كا كان الامر في تحويل 
غاليليه بل مرتيط به ارتباط) وثية) عن طريق تحويلات لورنتز . فاذا 
استعملنا هذه التحويلات المعطاة بالعلاقات ( 21 ) في الملافتين ( 33 ) وقارنا 
النانمين نجد أن : 
(34) "1 < ثم -[1ي/ / "1ه 1 


وفي هذه العلاقة تكن نتيجة هامة » وهي أن القياس الحر كي 15 للفترة 
الزمنية بين الحادثتين أكبر من القياس السكوني “1 لهذه الفترة . ويةضح هذا 
التسيز اذا اعتبرة أن الحادثتين تقعإن في مكان ثابت بالنسبة لاجملة “5 بمنا 


لصم ل 


مكان الحادئثين متحرك بالنسية للجمة 5 . ونعبر عن هذه الظاهرة بقولتا 
ان الزمن « يتطاول » بسمب الحركة . ونكتب : 


(35) *8 -1/ة ووم 1 حبر 1 < 1 


201 
كثال على ذلك انعتبر من جديد المر كبة الفضائية التي تبنعد عن الارض 
بالسرعة الثايتة © 0,19 - ؟ ولنفرض أنملاحها أطلق اشارتين م وئيتين 
بفاصل زمني قدره ٠ء:‏ 25 - "7 حسب ممقاتيشه . فاذا قاس راصد على 
الارض لحظنٍ وصول الاشارقين اليه وحسب الفاصل الزمني برنهما © عسب 
ميقاتيته هو لد جسب ميقاتية الملاح » لوجد أنه سار 


ع5 27,78 »عه 0,19 - [ //و/ 25 - 1 


1 - تحويلات لورنتق لاسوع 


رأينا أن تحويلات لورنةز الاساسية تربط المكان والزمان في جملتعطالية 
5 بالمسكان والزمان في جملة عطالية أخرى “8 حين تتحرك احداهما باللسبة 
للاغرى حركة مستقيمة «نتظمة بسرعة ثابتة ؟, . ورأينا أن هذه 
التدويلات انعكاس) مباثيرا على قياس المكان والزمان في اماتين . وسنرى 
الان أن هذه التحويلات دتؤثر أيضا في قياس السرع في هاتين الجملتين » 
وساجد الروابط بين قياس السرع فمهما. فاذا كانت مر كبات سرعة المتحرك 
في الجملة 5م يقيسها رأصد فيا هي : 


(36) الايد يع و حا ء. 37 حل اع 1/7 


(37) حورج 7ع لدان 
, 


فاذا اشتققنا علاقات تحويل لورنتز واستمملنا ( 36 ) و ( 37) فاننا نجده 


1 0 
)رمي 1-7 5 


كت 2 


(38) “0 /, 1-2 00 ” 
قش ل 0 ل 
000 0 


16 د اتسسجام تهويلات لورئتز مع تحعويلات غااوليه ومع مبدأ 1 نشتاين : 
امام و2 ور ار ا 225 ليل اللصييسيمم 


عندما تكون سسرعة الجمة » صغيرة باللسبة لسرعة الضوء تصبح 8 
قريبة من الصفر و كذلك 02 / » . واستخسدام ذلك في ( 38 ) يدي الى 
النتيجة الثالية : 


ا ين - لي 7 كن 
2 ع و ,! 


وهذا ما يتسجم تَاماً مع ما وجدتاه من أجل السرع في التحويلات الغالياية 
الني تمثلها العلاقة ( 3 ) . 


لنفرض الان أن المتحرك هو موجة ضوئية . عندئل تككون : 


(39) 72-6 ةا ااا ع 


فاذا ريعما الملاقات ( 38 ) وجمعناها طرف الى طرف وأصلحئا الظرفين 
الذاحين للعلاقة الجديدة مستعملين ( 39 ) فاننا تحد عندئذ أن : 


0سا 
أي أن سرعة الضوء في الجملة /5 هي أيضاً 0 . ومعنى ذلك أن قماس سرعة 
الضوء في الجملتين واحد مهما كانت سرعةإحدأهما بالنسية للاخرى . أي أن 
لسرعة الضوء قياساً كونيا تابنا 4 وهلا هو مضمونت مبدأ 1 فشتاين 
فتحويلات اورنتز للسرع منسجمة اذن مع هذا المبدأ . 

ا - تحويلات لورنتز للتسارعات : 


ليكن تسارع المتحرك في كل من الجملتين 8 و 8٠‏ معطى بر كباته على 


محاورها . أي : 
47 4 4137 
4) اميد عه كتصميوةت 
)0 ساي فل بورح ست ل ورحسان 
زه “47 , ا" 0 
00 0 ياي 2 بساك 


فادا اشتققنا الممادلات ( 38 ) واستعملنا العلاقات ( 40 ) و (41 ) حصلنا 


على العلاقات التَالبة : 
١‏ 

[ ةيلا + ل,” 5 - 1 ] للخ سخ ييه 

: 3 0 
[ يعرلا ي جره ,”8 كك - 1) ] :م 1 20 
(42) ال بن 
1 ه اوعارين 1-85 عه 

ا 1 


وهذه العلاقات هي ما نسم.ه بتحويلات لورنتز للتسارعات . وهي تربط بين 
مركبات التارع في احدى الجملتين بمركباته ومركبات السرغ في 

لككي ندرك تأثير النسسسة على التسارعات يشتكل أوضح لنفترض حالة 
خاصة ولننظر في التسارعات في لحظة ما يكون فيا المتحرك ساكنا في الجلة 
'5 الق تتحرك بسرعة + بالنسية الى 241 8 حر كة مستقيمة منتظة وفق 
الحورين المنزلقين 2 ه و ' ه . عندئذ يكون : 


7-0 5 17-0 5 0 


وتؤدي علاقات تحويل التسارعات ( 42 ) الى الشككل : 
(*8م-1)/يمدية 
(43) (1-88)/هدرة 
"م د ين.(5ق- 1)/ هعييه 
فمندما ننتقل من الجملة 5 الى الجملة '5 فان التسارع كله #ميع مر كماته 
يضرب بالعامل ( 88 - 1 ) / 1 . وهذا يزيد قياس التسارع في “5 عنه في 
5 . وينسجم ذلك مع فكرة تفاصر الطول . كا أن مر كبة التسارع الموازية 


لحر كة الجملة '5 تضرب بعامل آخر هو *ثم - 1 /د/ 1 . وهذا ماينسجم 
مع فككرة تطاول الزمن . 


واككي نوضح هذه الفكرة سنطلقى رموزً مناسية على يعض المقادير التي 
لها علاقة بالتسارعات . فليكن : 


نل © 


قرول ) ' 2 د مكل 


ل ع '( 1 4) 1 ا قل 
فيكون : 

72 012 8 7 ل 
ا 0-7 يه 


ولكتننا » حسب العلاقنين (31 ) و (34) »> نرى أن : 
م لي 1 د 1 8 2-2071 
وبالتعريض من ( 45 ) في (44 ) يلاج : 


55 ان -] /د/2 0ه 
(46) 0 5م 21م -1)/ية ب يج - به 


كذلك نلاحظ من ( 43 ) أن شء ماع التسارع في /5 أقرب الى احور 
الموازي لحر كة الجملة منه في حالة الجدلمة 5 وكلما ازدادت 8 ازداد هذا 
الجملة “5 4 أي أنه ينطبق على اماه الحر كة وتصبح قدمته غير حدودة. أي: 


مه - ©ه نولا 
ب) عدن 


61 اتسجام تحدويلدت اورنتز للتمارعات مع تحو يلات غاليليه وميد 
نشتاين : 


عد ما تكون السرعة ٠‏ صغيرة أمام سرعة الضوء تؤول الملاقات ( 42 ) 
الى مايلي : 
سوسم لدم 


7 , 
ل 7 ق ييل االشسبة 


تلحويلات لورنئز التسارعات مع تحويلات غالمليه ٠.‏ 


من حبة أخرى * اذا كان المتحرك موجة ضوئية فان سرعتها © ثابتة في 
الجملة 8 وبالتالي فتسارعبا فيها معدوم . أي : 
0 ع- 8 ويه 
واستعمال هله التشيحة في تحويلات لورنئر للتسارعات دؤدي الى أن 0 
مع نهد 50 - 8 
1 01 0 


وتمني هذه النتيجة أن الغوء سرعة ثابتة في الجملة “8 أيضاً ٠‏ وهذا ماي و كد 
أنسجام تحويلات لورنةز للتسارعات مع ميدأ آنشتاين 8 


1 التحريك النسبوي : 


ْ لقد رأينا أن نظرية النسبية نؤ كد على عدم انفصال الزمان عن المكان 

وأن موضع المتحرك في فراغ منكوفسكي أو « الفراغ العالمي » بتحدد 
باحداثيات مكانية - زمانية . وثبين هذه النظرية بصورة خاصة أن أي من 
الزمان أو المكان ليس « وحدانيا » كا كان الحال في المكانيك. التقاي دي 
حدث يمتبر الزمان « وحدانياً > أي دو نفسه بالية لجميع جمل المقارنة 
المطالمة . اذن هنا في نظرية النمية لا يحافظ التغير الزماني 41 على قدمته 
لدى الانتقال من جملة الى أخرى . أما المقدار الذي محافظ على قيمته والذي 
له طبيعة الزمن فهر ندك المعطى بالعلاقة : ش 


ينين - 


(47) "ا للق هس غناق 


حيث نستطي.ع أن نكتب نتيجة لتحويلات اورنةز : 


1 


7 3 ا 
(498) على :ل سا وى اث ل 
5 0 0 


أو : 3 'ن ل سه كن ل 


وخلاصة القول هنا أن المقدار ه ى هو د وحداني » ومن طييمة الزمن . ان 
موضم أي جسم يتعين في جملة ما 5 بموضمه المكاني + وموضمه الزماني +ع» 
أو ماختصار فانه يتمين باحد'ثياته اللكانية ‏ الزمانياة ليع رم ). وفي 
موضع مجاور انج عن التغيرات م ى وو وح في الاحداثيات التسيويبة 
أي المكانية الزمانية ) تصمح امدائياله [(كجئغا)ء 8 م 

وماق.لل في الجملة 8 يقال في الجدة '5 مع ملاحظة وجود الفتحات على 


الاحد اثيات فنها . 


كنا في المسكانيك التقليدي قد عر فنا السرعة بأنها مد الموضع بالنسبة 
اتحول وحداني هو الزمن. وعلى غرار ذلك سدمرف السرعة في نطاق نظرية 
النسبية بأنها مشتق الموضع بالنسة المتحول الوحداني الزمني د 8 لككناموضم 
هناله شى مكاني وخر زماني وللسرعة بالتالي مر كدتان مكانية وزمائية ها: 


4 7 4 4 
1 0 1 61 7 
(و4ه) ل نوع ) و ده دىج) 


ونسمي هذه السرعة بالسرعة « المطلقة » . 


وللسيب ثفسه وبالاسلوب تقسة تكو ن التسارع مركيتان مكانيس1 
وزمانية ويعطى بالعمارة ٠‏ 


ل 


حت 
(50) (جح , ع 
ويسمى بالتسارع ه المطلق » . 


لككي نضع قانون التدريك النسبوي نذكر أولا أن قانون نيوتن في 
التحريك التقل.دي نص على أن جداء كتلة الجسم المتحرك في تسارعه يساوي 
القوة الأؤئرة عليه . ونذكر أدضا أن الككتلة ني قانون نيوتن التقليدي هذا 
هو مقدار ثابت لاعلاقة له بالحركة فهي اذن ما نسميه بالكتة السكونية 
ه13 المميزة لجسم في اله سكونه 5 ولما كان التسارع شقان مكاني وزماني 
قسمككون لقاذون التحريك دقان أيضا أحدما بربط بين التسارع المكاني 
ومقدار ما مرتيط بالقوة والاخر بربط بين التسارع الزماني ومقدار آخر 
له علاقة بالقرة 8 ودمحدد مذين المقدار ين فيا دعد ذ< ادن تكتب ّ 


هه 
05 وجا ورد 
0 افيس سود جه 


ححسث 2 1 الككدلة السكونة الجسم وحمث ( 7 و 82 ( سممسماع في 
المكان - الزمان وتسميه دالقوة المطلمقة ».وعدا الشكل يمكن التعبير عن 
قانون التحريك ( 51 ) هالقول ه دان جسداء كله المتحرك السكونبة 


بتسارعه المطلق يساوي القوة المطلقة المؤثرة عليه ٠‏ 

ولعل هذا القانون يحاجة الى بعض التعديلات الني لاتغير محتواه وانما 
تغير شكله حبث يصبح أكثر صلا--_) للاستعمال والتنطبيق . نلاحظ أولا 
أن الملاقة ( 47 ) تعطى : 


:0 ىف 4# 1 كك 
0 1 ليوات ا ى) 


كك 


(52) 1-3-0 لوه خد 
واذا طبقنا قاعدة الاشتقاق ٠‏ 


ا ل خف _ئة خة رةه 
0 4ل ا الى 44 داك 


على المعادلة اليسرى من ( 51 ) فانها تأخذ الشكل التالي . 


(54) كك 2 

وهنا نعرف المقادير التالية » 

(55) الكتلة النسموية لم 1 ىد / وت سه / وتتد د جم 
( 56 ) القوة النسبوية 007 
( 57 ) الاندفاع النسبوي ا 
( 58 )2 الطاقة النسبوية 00 
وإدخال هذه المقادير في العلاقة ( 54 ) فان هذه الاخيرة د تصبع كا بلي : 

5 55 


وتعني هذه العلاقة أن م شق الاندفاع النسيوي بالنسبة للزمن يساوي القوة 
النسبوية فهذا القانون مشابه لنظيره في الممكانيك التقليدي » أي قانورتف 
ندوتن » مع فارق أساسي هو استعمال صفة النسبوية مع كل من الاندفاع 
والقرة في القاثرن ( و5 ) . 

اعم سد 


ومما يلفت النظر أيضاً أن اللكدل اانس.وية م المستحدمة في هذا القانون 
ليست ثابتة وانم! ترقبط بسرعة الجسم عن طريق العلاقة ( 55 ) التي يتضح 
منها أن هذه الكت تقترب من اللانهاية في قيمتها كلما افتربت السرعسة ٠‏ 
من سرعة الضوء © ٠‏ 

لننتقل الان الى دراسة المعادلة الدمنى من ( 51 ) بغية أن نثيين المعنى 
الفيزيائي الذي تتضمنه والذي لايتضح في شكلبا الحالي . فاذا استمملناقاعدة 
الاشتقاق ( 53 ) فببا فانها تأخذ الشكل : 


(60) كه 


رمث اسعملنا أيضأ علاقة الكيلة النسموية (55). واذا ضر :سسا طر في 
العلافة ر 0م ) 0*4 فاتا تغدو على النحر ا!تالي : 


(02© ص ) 0 


6 07 '1 نا عد 
د , 4 


سنوود الى هذه العلاقة بعد أن ساب الطرف لاني منطلقين من العادله 
( 47 ) الى نكتعبا على الشكل : 


525 

وف 45 1 4 015 

6 5-5 بعت ااحكايهة ا«تسشياف 
(62) ا 0 لي 


6 كم ملسست لي يمسم ممم 
(63) ىق ' تنك 62 وى تنك 


وبتعويض اأشةةين من اأرئءة الثانية والذين يظرران في هه العلاقة الاخيرة 
بقسمتمهها من العلاقتين الاساءيتين ( 51 ) ينتج لدينا ما يلي : 


2 0-7 


أو الاختصار : 
(65) سال 
وذلك بعد أن استمملنا الملاثة ( »و ) . 


ان دمج العلافتين ) 61 ( و ) 65 ( دقود الى الملاقة المنشودة وهي 5 


جب 
تقر _ ظة_ رت سيه 
عل * 41 04 
أو : 
(6»6) 4 قلس ل 


ومضمون هذه العلاقة هو أن تفير الطاقة النسموية ( الكلية ) يساوي العمل 


الذي تقوم به القوة النسبوية . وهذا مشابه لما هو قَائم في النظرية التقلدية 


التي ينص فيها على أن تغير الطاقة اتشكلية دساوي عمل اللاوة . 


ومن المهم جداً أن نر كز اههامةا على قانوني التحريك النسيوي ( و5 ) 
و ( 66 ) وأن نلاحظ أن القانونين المقابلين في المبسكانيك التقليدي مشايهان 


هما من جبة وينسجمان ( لايتعارضان ) ٠عبما‏ من أجل السرع اأصغيرة ٠‏ كا 


يدر أن نلاحظ أن قوانين التحريك النسبوي تحقق مب دأ التكافوٌ الذي 
ينص على أن قوانين الفيزياء واحدة بالنسبة لمع الجمل العطالية . 

بقي لنا أن نتعرض الى مفهوم الطاقة الحركدة . ول ذا الغرض نر كز 
(60) “0ن صسدظ 
وما كانت © ثابتة لا تتغير فان أي افير في « يتبءسه تغير في 15 والمكس 
صحيح . قاذا اعتيرة حالة السكون كان لدينا : 
(68) “وم رآ 
وهذا يمني أن الطاقة الكلية ,5 للكةة الساكنة هي جداء الككتلة الساكنة 
في مربع سرعة الضوء . فاذا تحر كت هذه الككتلة اختلفت قبدتبا >» حيث 
أصبحت تعطى بالعلاقة ) 67 ( 1 ونستنتج من ذالك أن الحر كة هي السب 
في ازدياد الطاقة من مآ الى 8 ٠‏ والفرق بينهما هو الذي ندعوه بالطاقفة 
الحزكية © أي : 
(69») وكا ا سد يلظ 


فادااامسة متعملدا الملاقات ( 7 )و(68)ر(55 ) في العلاقة ( وم) قاننا: 
ند عندئذ أن الطاقة الحر كبة تمطى بالعلاقة ؛ 


1 
(70) (1- كح )0 ,د ىك 


وهذه الملاقة لاتتعارض مع ما ألفناء في الميكانيك التقليدي من أن الطاقة 


حي 2 


الحر كية تعطى بنصف جداء الكةلة في مربسع السرعة . وعككانا أننةييزذالك 
بسوولة اذا أهر كنا أن م صغيرة جداً في حالة جواز استعيال ال مكانيك 
التقايدي . فذا أخذنا ذلك بمين الاعتيار ونشسرة الككسر الظاهر في ( 70 ) 
وحدة ل : 
(1 ...+ ةقريلا + 1) *نا رصع يآ 
(... + *تريلة ) "نا ود 
ويأخذ التقردب من الذرحة الارلى 3 : 


(71) “لدوم يلا حك 
وذلك ما اعثدة عليه في ممكان.لك تدوتن . 


رخلاصة القول هي أننا وضمنا قوانين التحر بك في اايكانيك الاسبوي 
ر'ينا أا متكافئة في الجمل المطالية وأنها تقل قوانين نموتن كتقريب ها 


.اله السرع الصغيرة أمام سرعة الضرء . 


اد سوس ال 


السائل 


مسائل الفصل الاول 
السالة (1-1): 


بتحرك جسم بسرعة اتدائية قدرها ممه / م 3 وبتسارع ثابت قدرء 
م 4 5 اتجاه السرعة نفسبا 


1 ) ما هي سرعة الحم بعد ممه 7 وما مي المسافة التي قطعبها ؟ 
, أعد الحل إذا كان التسارع يماكس السرعة . 
5 ا اكتب بصدورة عامة عمارة اأسافة المقطوعة 4 بدلالة الزمن 1 


السالة (1-2): 


تنطلق سيارة من وضم السكون ونصل سرعتها 60 كياومتراً في الساعة 
بعد 15 ثآنية م افترض أن تسارعبا ثات وسنت قدمته 6 . 


احسب الزمن الذي تستنرقه حتى تصبح سرعتها 80 كيلو مثرا في الساعة 
ما هى المسافة الي تنكوث السيارة قد قطمتها عندثا 
السالة (1-3): 
تحر لكا سيارة عل طر بق مستقم «ن ح ركة متسارعة بإنتظام . في اللحظة ,» 


ات ف الموضم 375 وبي الاحظة 1 كانت ف الموضع 52 . بن ان تسارعبا 
بعطى بالعلاقة : 


(: - يفوع 2 
للخل وو 
(5 - 2ك)ج 6 
المسالة (1-4): 


تتح رلك قاطرة من وضع السكوث بتسارع ثأت قدره 0 4 وادة 


ال سروس لد 


4 ثواث . عندئذ تتابع سيرها لمدة “عشر ثوان أخرى يحركة منتظمة م 
بمد ذلك تطيق كوابح القاطرة نشدي منتظماً قدره 
#عوو|سة حى تف . 
1 ) أرسم منحنياً بيانياً للسرعة بدلالة 5 
2) بين أن السطح الحصور بين النحني ومحور اازمن يقيس السافة 
المقطوعة . 
المسالة (1-5): 
تتحرك سيارتاك ‏ ,8 باتجاه واحد بسرعتين ,7و ,7 بالترتيب . وعندما 
تكوث السيارة ه خلف السيارة 8 عسافة قدرها > تطيق السيارة الخلفية 4 
كوابحها مسببة تباطؤاً قدره ه . بين أنه حتى يحصل اسطدام بين السيارتين 
يجب أن يكون : 
ع2 / حا سالا 
امسائة (7-6): 
يتحرك جسم على خط مستقم وفق الملاقة 
62 - غ16 س 
حيث » المسافة المقطوعة مقدرة بالأمتار و ع 0 مقدر «الثواني . 
1) أوجد موضع الحم في الاحظة 1860 
وم ١‏ و ا من المدأ ؟ 
3 ) احسب المرعة الوسطى خلال الفترة الزمنية 266 >». »> ه6. 
4) أوحد السارة العامة لانبرعة الوسطى في اللجال عل -+ .> > ,4 . 
5) ) احسب السرعة الآنية في كل من الاحفتين ٠١‏ - ؛ و 1 د ع . 
6 ) أوجد المواضم التي يكون قبها الحسم ساكناً والآزمنة المرافقة لذلك . 


جهنم لد 


7 ) أوجد العسارة العامة لاتسارع الومسملي بين اللحظتين , ,1 لاروء 
8 أوجد السارة العامة للتسارع الاني في أنه لحظة + . 
9) متى ينعدم التسارع الآني ؟ 
0 ارسم ع جملة عوررن مستويين كلا من > ,0 . ه بدلالة .. 
المسالة (1-9): 
يعطى موضطع حسم متحرك في مستو بدلالة الزمن بالملاقتين : 
)د ونج عدم +به صلتة 4ق دع 
1[)أوجد السرعة والتسارع في الاحظة ,1 . 
2 ) مثل على جلة محورين متعامدين كلا من المسار وشماعي السرعة 
والتسارع . واحسب التسارعين الناظمي والاسي . 
المسالة (1-8): 


يتحرك دسم كتلته دست القانوك التالي : 


2 )عين سرعة المسم ومساره . 

3) احسب اندفاعه الزاوي وعزم القوة المؤثرة عليه . 
4 ) بين أن عزم القوة يساوي مشتق الاندفاع الزاوي ال ازمن . 
5) احسب العلل الذي تقوم به القوة المطقة على الجسم بين الاحظتين 


عبت أ جد 


6) أحسب دقم القوة بين هاتين الاحظتين . 

3 "ا ست يتين الاندفاع الحملي بين هاتين الاحظتين . قارث مع 
انبنة الب السانس 1 

8 احسب تغير الطاقة الحركية بين الاحظتين المذكورتين وقارك النتيحة 
يما حصلت عليه في الطلب اللخامس . 

افْرض في كل ما سبق أن الخسم بدأ حركته من المدأ بدوكث سرعة 


اتدائة , 


لداعو لد 


مسائل الفصل الثاني 
امسائلة (1 -11) : 


لاعب كرة يضرب كرته فتنطلق بسرعة قدرها #مور»15 وبزاوية قدرها 
مع الأفق . ولاعب كرة آخر يقف على مسافة 50.0 من اللاعب 
الأول وفي نفس المستوي الشاقولي الذي نحوي مسار الكرة . في لحظة انطلاق 
الكرة بدأ اللاعب الثاني حجري باتجاهها . 

1) أحسب الحد الأدنى لبرعة اللاعب الثاني ليتسكن من الوصول إلى 
موضع سقوط الكرة على الآأرض قبل ان تصله هي . 

2 ) لاعب آخر من الفريق المضاد كان الى جانب الثاني في لحفلة ضرب 
الكرة من قبل اللاعب الأول بحري بنفس الاحظة لكي سيق الثاني ويتلق 
الكرة برأسه وه على ارتفاع مترن عن سطح الأرض . أحسب سرعته 
اللازمة لذلك .افرض في كل ذلك أذ كلا من اللاعبين يجري سرعة ثبتة . 

3 ) عين موضع التقاء اللاعب الأخير الكرة . 

المسالة (115-2): 

تحلق قاذفة قنابل أفقياً وعلى ارتفاع دما 1-2 سرعة قدرها عط مط 180 

1 ) عين المكان الذي تقذف منه الطائرة قنابلبا حتى تصيب هدفا . 
افرض أن الحدف مبدأ لخجلة الاحدائيات . 

2 ) عين أيضا الاحظة الزمنية التي حصل عندها القذف ممتبراً أن مدأ 
الزمن يوافق مبدأ الاحدائيات . 


ا بروم ب 


3) ما هي سرعة القذيفة عندما تكون على ارتفاع لك 0 عن سعاح 
الارض وعندما تصطدم بالارض »؟ 
السالة (11-5): 


تنطلق قذيفة من مدفم بزاوية 035 مع الآفق وتصطادم بالأأرض بعد أن 
تقطم مسافة أفقية قدرها سما 4 ٠.‏ أحسب : 


1) سرعتا الابتدائية . 
2) زمن الرمي . 
3 ) اقمى ارتفاع تعله القذيفة . 
4) سرعتها عند اقصى ارتفام . 
المسائة (11-4): 
بتم ركز مدفم على قة جبل ارتفاعه م 200 ويقذف قشلة بسرعة قدرها 
66م 400 وبزاية قدرها 300 فوق الأفق . 
1 ) أحسب المدى الأفقتي للقذيفة . 
2) إذا كانت في السبل سيارة تجه باتجاه المدقم وبسرعة عط/سطا 100 


وفق مسار أفقي مستقم واطلق المدفم قنبلة فأصابت السيارة » على أي بمد 
كانت السيارة في لحظة الاطلاق ؟ 


3) أعد حل المسألة عندما تكون زاوبة القذف *30 تحت الأفق وتنكون 
السيارة منطلقة محيث تبتمد عن امدقم . 
المسالة (11-5): 
يقذف مظرٍ, من طائرة تحلق على ارتفاع دعا 3 رسرعة فسرهاعط/ م3001 . 


سروم لد 


ونفرض أن الظلة تفتح فور ( اتسبيل ) . كا نفرض أيضاً أن مقاومة 
الهواء للمظلة هي : 


د 


38 
1007 ع 1 


وأن كتلة الظبي مع مظلته هي هنا 60 . 
1 ) اكتب معادلات حركة المظلي . 
2 ) احسب السرعة الحدية لاببوط ولحظة باوغبا ومكانه . 
3) احسب لحظة سقوط المظبي على الأرض . 
المسالة (11-6): 
لتوضع مدقم عند قاعدة سطح جل ميله ”20 م الآأفق وبطلق قديفة 
سرعة ابتدائية م تصنع مع الأفق زاوة ")4 . أوجد مدى القذيفة على 
السفح » أي ااسافة ااقطوعة على السفح المائل . 
المسالة (11-5): 
تحلق طائرة معاددة على أر تفاع ط وسرعة » . وفي الاحظة التي كانت 
فوق مدقم آل رابض على الأرض أطلق هذا الدفع قذيفة سرعة ,» وزاوية 
تسديد © مع الآفق ٠‏ عين الحد الأدنى للسرعة 3 وقيمة زاوة التسديد 
6 حى تصاب الطائرة 5 
المسالة (11-8): 
تطير طارة على ارتفاع دعا 1 وسرعة عط/معا 200 ٠‏ رهي هذه الطارة 
قذيفة بقصد أصابة باخرة تسير بنفس الاتجاه وسرعة قدرها عطإصط 20. 
بين أنه حتى تصاب الباخرة تحب أن تكوث المسافة الأفقية بنها وبين الطارة 


د انلو اه 


ص 730 . أعد حل المسألة واحسب المسافة بين عندما تكو الباخرة تسير 
باتجاه مع كس . 
المسائة (11-9): 


بين أنه في المحركة اللستوبة نحت تأثير قوة ثابتة ( والتالي تسارع ثابت ) 
تكو الملاقتان التاليتاك صحيستين : 


ها اجا ج 
+(” + )3 دم 


سد سم لم 


مسائل الفصل الثالث 


السائلة (111-1): 
تحرك جسم كتلته م نحت تأثير القوة المركزية . 
ج _ 
ر؟ (ع)غ مع ير 


حيث ,© شماع الواحدة الحمول على شماع الموضع » وحيث مركز القوة 
ينين على مبدأ الاحدائيات 0. في لمظة البده 6 - ,» كان الجسم في 
الوضع ( ,© و ,,) وكانت سرعته ,لا عماسة لكرة مركزها 0. 

1 ) بين أن حركة الحسم مستوية وخاضمة لقانون السطوح . 

2 ) احسب السرعة السطحية في أبة لحظة ع بدلالة مو »و ©. 

المسالة (111-2): 

برهن أنه اذا كان الجسم ذو الكتلة .م متحركا على قطع ناقص تحت 
تأثير حقل مركزي متناسب عنكسا مع مربع الببد . 


الذي شماع واحدته هو ,م . 
اللمسالة (11-3): 
برهن باتباع طريقة شماعية أن مسار كوكب حول شمسه هو قط ناقص 
بشكل مركز الشمس أحد محرقيه . 
امسالة (111-4): 
يتحرك جسم مادي م كتلته م على دائرة نصف قطرها ه وتمر من 
مركز الحقل © الذي بحضع له الحسيم . أوجد عبارة القرة (6 4 . 
المسالة (111-5): 
إذا كانت معادلة مسار جسم في حقل مركزي هي : 
© وه اه ددم 
حيث + , © الاحداثيان القطبياك الجسم وحيث © ثبت موحب فانه 
يطلب تعيين عبارة القرة ) ؛ . 
امسالة (111-6): 
بتحرك الحسم المادي « ذو الكتلة م في حقل قوى مركزي مركزه 
0 ومعطى بالملاقة : 


2 © صزة 2-7 
حر د 7 
0 


ل 
حيث ‏ , © الاحداثيان القطيات لاحسم و ,م شعاع واحدة موضمة ٠‏ 
٠ -. .‏ 1 5 
في اللحظة ه -ع كاك الحسم في الموضع ( .©5+ ) وكانت سرعته ,, 
3 - 5 
تصلع مع .2 زاويه قدرها 20 . 


مش ا د 


1 ) استخرج عبارتي السرعة والتسارع في الاحدائيات القطبية . 
2) اكتب معادلات الحركز بدلالة الاحدائيين + , © والزمن ». 


3) بين أن الحركة خاضمة لقانوث السطوح واحسب السرعة السطحية 
بدلالة , 6 ويااء 


حت 17 يد 


مسائل الفصل الرابع 


المسائة (19-1): 

848 قضيب رفيع متحانس طوله 28 وكثافته المطية ه والتلتةه ىر 

1) وضمث كتلة دم على استقامته وعلى بمد ما من طرفه 4 . احدب 

2 ) اذا كانت به كثلة نقطية على بسد > من الكتلة جر . ما هو 
البعد 4 الذي من أجله تكون قوة التحاذب إن 2 5 صم مساوية لاقوة 
الحسوبة في الطلب .الأول ؟ 

8م الكل بور قر سرت © طرج ابعابة القنتب بوكل يبد 5 
منه محيث ترى لبايتاه 4 , 8 ضمن زاوبتين ه, م مع ناظم القضيب امار 
من 2 . احسب قوة حذب القضيب ل صر . 
قضيب لا متناه في الطول . 

:)195-2(  ةئاسملا‎ 

كلك وق كدان قل كن ترح داري لين قزم 8ج كران 
وزاويته اللركزية © . برهن أن قوة جذب السلك لكتلة نقطية ص في 
المركز 0 ذات شدة : 

(2/© )صضنهة 220 ص0 2 - [م] 
كك 8 
حيث « كتلة السلك . ثم ناقش الحالتين 9/ه > © و » -8 . 


ذا #و اونما ميت 


المسالة (19-3): 

عقارنة نتائج المسألتين الأخيرتين بين أنه يمكن الاستماضة عن القضيب 
8ه بقوس له كثافة القضيب ومركزه ط ويمس القضيب ( أي نصف قطره 
6 ونايتاء واقسّان على 8ط و 8ط . 

المسالة (10-4): 

حلقة نصف دائرية مستوبة مركزها 0 ونصفا قطرما الداخلي ,8 والخارحي 
و8 وكثافتها السطحية المتحانسة م . 

1) أحسب قوة جذْبٍ هذه الحلقة لكتلة بم في مركزها © . 

) ناقش الحالات الختلفة حسب قم ,ال ,ي8 . 

3) أعد الحل إذا استمضنا عن الحلقة بقة كروية نصفا قطربها ,13 ,و8 
وكثافتها المحمية و 
عن 0 . 

المسالة (5-'0لا): 

مثل الشكل المرافق صفيحتين 
4 مستويتين ومتحانستين كثافة 
كل منها السطحية ه. 

5 

1) احسب القوة ,” التي تؤثر 
مها الصفيحة 4 علىا لكثلة دس الموضوعة 
في 0. 

2 ) احسب كذلك القوة 03 
تؤثر مها الصفيحة 8 على هذه الكتلة. 

3 ) عين الملاقة بين ,11 . ,ذا 


ل وسيم ل 


8 جا اجا . 
التي من أحلبا تنعدم عصلة القوتين م و ج على الكثلة دم في 0. 
المسالة (19-6): 
2)1 أحسب قوة الحذب البي 0200 مها كتلتان متساو يتاك كل منها ام 
مفصولتات عسافة ثآتة +2 على كتلة أخرى م! ,ده في موضم ما لا على 


0 جضت ل كون هذه القوة . 


3 ادرس تعيرات القوة والكون وأرسم خطوط القوة وسطوح سونة 


التقرة : 


جد اديه 


٠ 4 8‏ 
مسائل الفصل الخامس 

المسائة (79-1): 

بقذف برتوك بطاقة حركية قدرها 7 ويدخل حقلاً مغناطسياً شدة 
تحريضه 8 متمامد مع سرعته فيرسم: اعتباراً من نقطة دخوله الحقل مسار 
دائريأً نصف قطره 13 . نضع 
أوحة تصوير حساسة را عرض 
مواز ل 8 وطوطا متعامد معه. 
ونضم إلى جانها بوتقة رصاصية 
5 فها مادة مشعة » كا يبين 
الشكل الجاور ٠.‏ تطلق المادج 
المشعة صنفينمن جسهات » . الصئف الأول ذو طاقة حركية 1 والثاني ذو طاقة 
و1 ؛ حيث ,7291 مجبولتان » وحيث أن الاتجاء الذي تنطلق به الحسمات لدى 
يلاحظ أثر الحسيات في المنطقتين المشار إلمها على الشكل واللتين تبمدان عن 
فوهة البوتقة مسافتين ,2 , ١,‏ على الترتيب . احسب ,1 , ,1 بصورة عامة» 
م قدرها بالليوث فولط الكتروني عدا بأن : 

ضع 25 تاي رسك 15 دعا علط ؛ ع ,1 رص 10سرلا 

المسائلة (19-2): 

نستعمل مسرعاً رحوياً ( سيكلوترود ) نصف قطر رحاه 18 وشدة 
التحريض النناطيسي فيه 8 ؛ وشدة الحقل الكبربائي المتناوب بين نصفيه 
85 »2 وفود صريع الالكترونات بواسطة هذا السرع . فاذا كانت هم شحنة 


سد لوم ل 


الالكتروث 8 م كلته وا؟7 سرعته الابتدائية فيطلب -الاجابة على ما بل : 
1 ) عين بمد منبع الالكترونات عن المركز الهنسي للسرع حتى يكون 
هذا الركز مركزاً للدائزة التي برسمها الالكترون في نصف دورته الأولى. 
2 ) احسب السرعة الزاوة للالكترون داخل المسرع . 
3 احسب دور حركته 5 
4 ) عين مقدار الطاقة اأتي يكتسبها الالكترون في كل مرة حتاز فبا 
المسافة < الفاصلة بين نصفي المرع . 
5 ) عيبن الطاقة المكتسبة بمد احتياز المسافة المذكورة ه مرة » واحسب 
الطاقة الحركية للالكترون عندئذ . 
6 ) احسب مقدار ازدياد مربع نصف قطر مسار الالكترون من جراء 
احتيازه لمسافة ع . 3 


8 ) ما مي الطاقة المظمى التي مخرج بها الالكثرون من المسرع ؟ 


- ل ا 


المساللة (791-1) : ١‏ 
برهن أن التسارع الزاوي المقس في الجلة المطالية يساوي التسارم 
الزاوي القيس في الجلة اللاعطالية . 
السالة (71-2): 
الجلة مره لاعطالية ندور بالنسبة إلى اخخلة المطالية 0/2 بسرعة 
زاوية ممطاة بشماع الدوران : 
و_ )+ 20 + 
ع ( 4 +214) +[ *ع- 21 عدن 
حيث ؛ الزمن و ؛ و [ واط أشمة واحدة عحاور الجلة اللاعطالية . 
إذا كان شعام موضع المتحرك «النسبة اراصد في اجملة اللاعطالية ممملى 
الملاقة : 
ج 0 1 -- 
عط *غ)4 + زعغ6 - 1ز(1 + *+) ع« م 
فاحسب : 
1) سرعة المتحرك الظاهرية وسرعته الحقيقية في اللحظة ». 
2)/ تسارع المتحرك الظاهري وتسارعه الحقيقي في اللحظة ؛ ., 
3) طبقى عددياً فها سبق من أجل آصضا . 
المسالة (11-35): 
قضيب شاقولي 48 يدور حول استقامته الشاقولية بسرعة زاوية ثبتة 


وس ل 


ده © وقد ثبت في نقطة 0 منه طرف خيط دقيق طوله .1 مبمل الكتلة 
وغير قابل للامتطاط . تحمل الحميط في طرفه الآخر كتلة م . احسب 
قوة شد الميط 7 والزاوية © التي يصنعبا الميط في حلة استقرار الحركة . 
السائة (91-4): 

أنبوب مفرع 408 يدور حول النقطة 0 منه ف مستو شاقولي وسرعة 
زاوة ثابتة ن . وتتحرك داخل الأنوب كرة صنيرة م كتاتها م بدون 
احتاك . ١‏ 

1 أدرس حركة هذه الكرة مفترضاً انها نقطة . 

2 ) بين أن الحكرة تتحرك تحت شروط معينة ( يطلب تعيينها ) حركة 
اهتزازية بسيطة داخل الأنوبي 7 

3) ماذا محدث لاكرة إذا لم تتحقق تلك الشروط ؛ صف حركتبا 


00 


عنديدك . 
الكسالة (1/1-5): 

سقط جسم على الأرض من ارتفاع صخير ) النسية لصف تارها ) 
مركز الأرض نحو مكان السقوط مع حور الأرض الاجه من الحنوب إلى 
العمال هي 1 6 تفرص أن سرعة دوران الأرض حول نفسها انه )ا 

1) بين أن الحم بعد مرور زمن + من بدء السقوط يكو قد 
انحرف عن الشاقول المار من موضع البدء مسافة قدرها 83 (نصزقع) م 
نحو السرق . 

2 ) بين استناداً إلى هذه النتيجة أن السم الباقط من ارتفاع ها فوق 
سطح الأرض يصطدم بها في نقطة تعد مسافة : 

ع لاة) 1١!‏ سنك س ترق 1و ) 


1-7 يذ يون 


إلى الشرف من نقطة تقاطم الشاقول المار من موضع بدء السقوط مم 

سطح الأرض . 
امسالة (91-6) : 

لنفرض أننا في المكانث 0 من النسف الثمالي للكرة الأرضية واف 
شاقول هذا المكان الصاعد يصنع زاوية 4 مع عحور الأرض 880 . 

لاله ن جوع دأ تيار هوائي لأسا ليق ٠‏ بين 
0 لأ يي ). 

) أعد السؤال إذا كانت جبة التيار الابتدائية نحو الحنوب . 

3 كرر السؤال أبنا في الالتين اثاليتين : 

أ ) الاتجاء الابتدائي لتيار نحو الشرق . 

ب ) الاتجاه الابتدائي لاتيار نحو النرب . 

وين في كل من الحالتين أن التيار سينحرف ثمالاً أو جنوباً وحدد 
جبة هذا الانمراف . 
من يسع المناطق الجاورة وُذاك- الشنوط الأغل تف 77 ذوران : 
في ذلك اللكان . . هل يمكنك على ذوء ما تقدم أن 7 تفي الحركة الدورانية ْ 
للاعصار وأن تمدد حبة دورانه ؟ 

5 ) أو حصل الاتخفاض الحوي في مكان آخر في النصف الحنوني للكرة 
الارضة شما هي جبة دوران الاعصار النائج » ولاذا ؟ 

6 ) على ضوء النتائج السابقة فقط:هل يمكن .أن ننتبر المنطقة الاستوائية 
منطقة تكثر فيها الاعاصير ام المكس » ولاذا ؟ 


د إيسم لد 


0 إعطاء فكرة فكرة واضحة عن توزع الرياح عند خط 
. ال الجاورتين له من ا ومن الحنوب »؛ وذلك على ضوء 
المسائلة (75 -751): 
الارض هي 1 . ينساب في هذا المكان بإتجاه الال نهر عرضه 8 انسياباً 
هادثاً . 
1 ) بين إن مستوى الماء عتد الضفة السرى لامر أعلى منه عند الضْيفة 
اليمنى بالقدار 


م لمعن نان212 


2ن 


2 2:2 
14 مع 70 م4 باع 


0 - 


2 ) بين أن النتبحة السابقة يمكن أن تأخذ شكلاً تقريساً : 
ع 1 مومه 2 نع 4 

وعلل سبب ذلك . 

3 ) تطبيق عددي : '45 ح غ , ص2 1 , عطإسعات - 7 وبفرض 
في كل ما تقدم أن يم هو التسارع الارضي و .ه سرعة دورانها الزاوية 
و ب سرعة ماء النهر في المكان المذكور . 

المسائة (11-8): 
تطلك قذيفة من طائرة على ارتفاع دمن مكاك 0 في النصف الكمالي 


لكرة الارضية زاوية شاقوله الصاعد مع محور الارض 50 هي 1 . نفرض 
أن سرعة !اقذيفة شاقولية وقدرها »وان سرعة دوران الارضن ثبتّة. 


يفنا 9ن 


1) بين ان القذيفة بمد مرور فترة زمنية ع على الظلة اطلاقها تبتمد 
عن الشاقول امار من موضع أطلاقها مقدار : 
(125- :25-6 )1 مناه وي 2 4 
البذء مسافة قدرها : 


عط 12 66 20 . 
ا 2-0 6 )4 للك نَطَّ 0 


عه ب تك دمو ده 6 
3) تطبيق عددي : 


2ه / ص 10 ند ع 5 عط صعا 100 حت ,نا , “1-60 


ملاحفاة : تهمل في جميع حلول اللمعادلات التفاضلية المقادير الي تحوي 

قوى اكبر او تساوي 2 للقدار ه. 
المسالة (11-89): : 

تطلق قذيفة باتجاه الحنوب من موضم زاوية شاقوله مع محور الارض 
1 بسرعة ابتدائية .: تصنع مع الافق الزاوية ». ونفرض أن سرعة دورات 
الارض حول نفسبا ثابتة وتساوي سه. 

1[ )أوجد موضع القذيفة بمد مرور زمن + على لحظة الاطلاق . 
د ) برهن ان القذيفة تكون قد انحرفت عندئذ مسافة : 


© (4 -» ) ومه 7 ست (غ صأه هه 4) كل 


ارام لد 


,اعتباراً من المستوي الشاقولي المار من موضم البدء والحاوي لاسرعة 


الاببتدائية 5 


3) بين أن موضم أصطدام القذيفة بالارض يمد مسافة قدرها : 


(51م» ه ومه - مزق ه هزة 3 ) ه ثمنه د 0 
وذلك إلى الشرق من موضع سقوطها فها لو اهملت حركة الارض 
الدورانية حول نفسها . 


يس مد 


مسائل الفصل السابع 


المسائة (511-1): 
أوجد مركز كثلة الحم المتجانس المحصور بين المستويات الاحدائية 
6ع ووح بر وه > : وامستوى هد 2 م ير + ع. 
المسائة (11-2؟): 
أوجد مركز كتلة قبة نصف كروية . متجانسة كثلتها 14 ونصف قطرها 
م في الحالتين التاليتين : 
1-) القبة جوفاء. 
2 ) القية مام , 
المسالة (1/11-83): 
أوجد مركز كثلة مثلث 480 متجانس كتلته ا في الحالات التالية: 
1 )الكتلة موزعة بانتظام على أضلاعه . 
م ) الكتثلة موزعة بانتظام على سطحه . 
المسالة (111-4): 
أوجد مركز كتلة صفيحة مستطيلة الشكل 62 8ه كثاقها السطحية م 
متناسبة مع البعد عن أحد المرضين . أعد المسألة إذا كانت الكثافة متناسبة 
مع كل من البمدين اموازيين لاطول والعرض . 
المسائة (1711-5 ): 
سلك ممدني متجانس ثني على شكل قوس دائري مركزه 0 ونصف 
قطره 8.ويرى من مركز وفق الزاوبة © . 


د هب“ مط دا 


1 ) عين إحدائيي مركز كتلته على جملة حورين بره محيث أن المحور 
بره يشكل محور ثناظر للقوس . 

2) ادرس تحولات احدائيي مركز الكتلة ,»و .م بدلالة الزاوة © 

عندما تتحول هذه الزاوة بين © وج . 
ْ 3 ) أرسم منحنياً بيانيأً عثل هذه التحولات . 
المسالة (111-6) ٠‏ 

لدينا م« موعة من النقاط المادية ( الحسيات ) . مراكز كتل هذه 
الجموعات' ين بأطنة نواعها. + و ,2 و4 .و + م ولك حفدن 
هذه المجموعات ,]9 : ,80 ١‏ ,80 . إذا شكلنا من هذه الجموعات كبا 

جه 

جموعة جديدة برهن أن مركز كتلة هذه الجموعة يسطى بشماع موضمه , 
المعطى بالملاقة : 


استنتج من ذلك أنه لاحاد مرك كتلة ججموعة مادية عكن أن نقسم 
هذه الجموعة إلى جموعات جزئية ونمين مراكز كتلها ورفق بكل مركز 
كتلة امجموعة المزئية المرافقة ثم نبين مركز كتلة هذه الراكز فيكوف 
الناتج مركز كتلة المجبوعة الكلية . 

المسائة (1711-7) 

تتألف جموعة مادية من قرصين دائريين متجانسين مستويين ومتّاسين في 
نقطة. من حيط كل مها ٠.‏ نصف. قطر الأولى 8 ونصف قطر الثانية ي8. 
أوحد احدائيى مركز كتلة هذه ا جموعة . 

( استفد من نتيحة المسألة السابقة في الحل ). 


عه 


السائنة (11-8): 
قرص دائري متجانس نصف. قطره 8 . اقتطمنا منه قرصاً دائرياً آخر 
نصف. قطرء م بحيث أن القرص المقتطع يمس القرص المقطوع في نقطة من 
محيطه . احسب احدائيي مركز القرص التبقي مستعينا بمضمون السألة قبل 
الأخيرة وعفبوم استمال كتلة سالبة . 
المسالة (711-9): 
جم صلب مؤاف من أسطوانة دائرية صماء نصف قطرها 8 وارتفاعها 
4 وقد لصى با على قاعستها نصف كرة صماء لما نصف القطر 8 نفسه . 
1) احسب احدائيات مركز الكتلة لاحملة الكلية مفترضاً ان الاسعلوانة 
والقنة متحانستاث ومتخذ) أحد المحاور الاحدائية محور تناظر لاحملة . 
2) أعد المسألة إذا كانت كثافة الاسطوانة متناسبة مع البمد عن قاعنتها 
الملاصقة لاقنة . 
المسالة (191-10): 
شحرك جسماك ماديان كتلتاها و1 حيث تكون سر عتهما النسية 
٠‏ 3000 5 8 معنا 2 1 - 
( أي سرعة احدها بالنسبة الآخر ( هي “ وسرعه مركز كتاتهما هي ./. 
بين أن الطاقة الحركية الكلية لهما تمطى بالملاقة التالية : 
عر + (يس + رس) 1 دسم 
حيث م هي الكلة الختزلة والتي تمطى بالملاقة : 
للا اننا 
وص حك ردر ود 
السائلة (1-11ا): 


اذا كانت ص كتلة القمر و 2 اندفاعه الزاوي حول الأرض وكانت 


7ن 5 


1 كتلة الأرض فاحسب الاندفاع الزاوي © لجموعة الأرض والقمر في 
حركتها حول مرك كتلته 0 ؛ وبين أن هذا الاندفاع الزاوي يعطى 
الملاقة :١‏ 
121 
1 + اط 


ج 
4 - 4 


المسالة ( 12 - 711 ) : 
مجموعة صللة مؤلفة من اسطوانة سماء نصف قطرها 8 وارتفاغبا 51 
ونصسف حكرة لما نصف القطر 8 ذاته وملتصقة بقاعدة الاسظوانة 
وضعت هذه الجموعة على طرفها الكروي فوق مستو أفقي . عين وضم 
توازن المجموعة وبين ان شرط استقزار هذا التوازن هو أن تتحقق المتراججة 
72 < 8/5 . : 
المسائة (911-18) : 
ثبت طرفا سلسلة منتظمة بنقطتين ه و 8 ثابتتين 'في مستو أفقي واحد. 
أوجد معادلة الشكل المندسي الذي تأخذه السلسلة سسد أن تتوازن . أعد. 
الحل مفترضا أن الكثافة الخطية اسلسلة تتناسب طرداً مع السافة الأفقية 
اعتباراً من شاقول التناظر في وضع التوازن . 
امسائة (14 - 711 ) : 
لتكن ,م و وص و رم كتثل ثلاث جسهات تتحرك سرع نسسية 
3 ف ويلا ف إولا فها ينها . 
1) أحسي الطاقة الحركية احموعة الحسمات الثلاث بدلالة كثلبا وسرعبا 
النسبية . ش 
2 مم النتيجة على محموعة مؤلفة من ا جسم . 


7ن 5د 


المسالية ( 15 - 9118 ) : 
تتحرك الكتلتان ,« و وده على مستويين مائاين متعاكسين زاويا ميلى 
مع الأفق هما ,© و ,© وبدون احتكاك 200 بعضها بواسطة 
خيط عديم الكتلة وعدم الامتطاط وير على بكرة صنيرة 4 عند الفصل 
المشترك للمستويين الائلين . ونفترض أن اللكرة عدة الكثلة وان حركتها 
تم بدون احتكاك . 
0( استتخدم مبدأ العمل الافتراضي تتبرهن أن شرط التوازن هو : 
© هذة يس سه © هنة رم 
2) استخدم فكرة الكنون للاجابة على السؤال الأول . 
8 استخدم مدأ دالمير لدراسة حركة جملة الكتلتين . 
المسائة (9/11-16) : 
للقضيب 48 كتلة 84 وطول ,1 . تستند نهابته 4 إلى جدار شاقولي 
وبدون احتتكاك م ترتبط نبايته 18 مخيط طولة ه > (.ا<ه ؛ » مشث طرفه 
الآخر بنقطة © ثابتة من الحدار وبحيث يكون مستوى النقطة له تحتمستوى0 
ويكون مستوىلاتحتمستوي ه. ولتكن كذلك زاوية الخيط مع الشاقول الحابط 
هي ه وزاوبة القضيب مع الشاقول نفسه هي م . برهن أن القضيب بتوازن 
إذا تحقق الشرطان التاليان : 
ثخوة / (خه - ش1آ4) د يتوزع 
*آة / (*ه- ث.ل[4) ع متمزد 
وذلاك بطر يقتين 0 
1) باستمال مبدأ العمل الافتراضي . 
2) باستممال مفهوم الكون . 
المسائة (7/1-17) : 
يطفو زورق على سطح ماء محيرة ساكنة . ثبت على سطحه مستو مائل 


سد ويسم ا 


على الأفق بزاوبة © وطوله بآ وطرفه النخفض يلامس الماء . تركت “قطمة 
حليد كبيرة تنزنق على المستوي المائل بدون احتكاك . ونفترض أن الزورق 
يستطيع الانزلاق على سطح الماء دوك مقاومة . 5 نفترض أن قطمة الخليد 
كانت في الظة البدء عند راس ااستوى المائل وكان القارب ساكنا وانطلقت 
القطمة بدون سرعة اتتدائية . بين أن قطمة الحليد تلامس الماء بمد فترة 
زمنية قدرها . 

1( ©*مزة ص + 31 )21:1 ا 


© صنؤزس + )”7 |* 5 


حيث 94 كتلة القارب مع حمواته باستثناء قطمة الحليد وحيث م قيمة 
التسارم الأرضي ٠‏ 

امسالة (5911-18): 

تتطلق رصاصة كتلتها «د من بندقية بسرعة ٠»,‏ قتمبيب. قطمة من االحشب 
كتلتها 14 موضوعة على مستو اققى تستطيع اللا عليه يدون استكاكه 
وستقر الرصاصة في قطعة اللحشب . 

01 د ع الرساسة الب قار 

8) أعد المسألة إذا كانت قطمة الحشب حين اسابئها بالرصاصة 0 
برعة .م بدا عن البندقية . 

امسالة (7/11-19) : 

تتشكل على الأرض طبقة رقيقة من الثبار سمكبا ط صثير جد) بالنسبة 
1 ير أجسام من الفمناء علمها ومن 
ل ا التغير يزيد في 


سد يرس سدم 


طول اليوم او ينقصه ومفترضاً أن الارض متحانسة وكثاقها 2 وان طيقة 
الثبار متحانسة ومنتظمة التوزع وكثاقها 4 . 
المسائة (71711-20) 

لدبنا قرص دائري كتلته لا ونصف قطره 8 . إسسبتطيم هذا القرص 
أن يدور في مهستو أققي حول احد مولداته الشاقولية 8 . أي حول محور 
شاقولي عر من. نقطة من محيطه . ,قف على طرف هذا اأقرص رجل ]| 
كتلته دن . في الاحظة ن ع كان القرص والرجل ساكنين تماماً . وفي 
تلك الاحظة. بدأ الرجل عشي على مخيط القرص واستمر بالسير حتى قطم 
دورة كاملة على القرص . عين موضم القرص في لحظة إتمام الرجل دورته 
حول القرص . 


لوس ب 


مسائل الفصل الثامن 
امسائة (1/111-1) 
صاروخ نفاث كتلته الكلية مع وقوده هي ,]و وينفت الوقود امترقف بنزارة 
قدرها ه وسرعة د ويتحرك ابتداء من السكون مبتعدا عن الأرض . 
1) أحسب سرعة الصاروخ وبعده عن الأرض في أبة لمظة . أثناء ملل 
حركه باستمرار . 
2) إذا كانت كتلة الوقود الكلي هي 20/2 فتى يتوقف عحركه 
عن العمل ؟ 
نفاد الؤقود ) ؟ 
4) ما هو بمده عن الأرض في تلك الاحظة ؟ 
5) ماهو أكبر بمد يصله الصاروع ومتى يصل إليه ؟ 
افرض في كل ما تقدم أن تسارع الثقالة الأرضية ثابت . 
6) اعد المسألة مفترضاً أن التسارع الأرضي متناسب عكسا مع 
مربع المد . 
المسائلة (9111-2) 
يتتجه صاروخ نحو القمر حاملاً مركبة وملاحيبا لاببوط على سطحه . وفي 
وفي لغلة نمتبرها صدأ للزمن ه -ء كان على ارتفاع 4 عن سطح القمر 


عجوم ب 


وكانت سرعته ,م باتحاه 21 . استمعحل الملاحوك للببوط على القمر رفق 
محركات ثقاثة تمأكن حركة الصاروخ . فاذا فرضنا أن تسارع الحاذية القمرية 
8 لي اه ا وغزارته, أثناء جميع مراحل 


المسالة (711-3) 


تصطدم كرتان كيتلتا همأ ص و رصم وسرعتامهما ى؟ و ,+ اصطداما راسيا 
عامل رسوه م . 


1 ) احسب الطاقة المتحركة إلى حرارة وعين قيمة ٠‏ التي تجمل هيده 
الطاقة مساوية بح 5 من الطاقة الحركية الكلية الكرتين قبل اصطدامه) . 


2) احسب مقدار الاندفاع التنادل بين الكتلتين د و وله لسبب 
الاصطدام . 


المسالة (19/1115-4) 
تصطدم كرة كتلتها « بالأرض الأثقية ,سرعة » تصنع مع سطح 
الارض زاوية © . 


1) احسب سرعة ارتداد الكرة وزاويها © مع الارض مفترضا أن 
عامل رسو الاصطدام ( عامل المرونة ) هو 
٠ 2‏ إذا كاك الاصطدام ناتحاً عن سقوط حر لالكرة من أرتفاع بم وإذا 
ارندت تتيحة ذلك إلى نصف هذا الارتفاع فا هي قيمة عامل الرسو عندئذ ؟ 
المسالة (71111-5) 


تسقط كرة ة معدنية على مستوى أفقي ثابت تقاماً سقوظاً حرا من ارتفاع 11 
فترند عنه ثم تسقط عليه . وبتكرر الامر حتى نقف مستقرة عليه .برهن أن 


ل سرس ل 


المسافة الكلية الني تقطفها الكرة منذ بدء سقوطها الاول إلى أن تستقر علىالمستوى 
الافقي تعطي بالعلاقة 
(. -0/(. جا)يددة 
حيث + عامل مرونة اسطدام الكرة بالستوي 8 
المسالة (71131-6) 
الصاروخ” والمركبة والوقود هي 31 . كتلة الوقود الكلي وحدهة ضمء وكتثلة 
المحرك الاول ,مه وغزارة انفلات الوقود المحكرق م ٠وسرعة‏ اتقلاته بن » 
ينطلق الصاروخ من السكون بفعل محركه الاول الذي يستمر حتى يستهلك 
80 من الوقود الكلي . عندئذ ينفصل المحرك الاول بفعل آلية خاصة 
طاقتها ل # المالون : 
ايض سرعة المحرك المنفصل . 
3) ما هو ازدياد الطاقة الحركية للصاروخ من حراء انفصال المحرك 
النفاث الاول ؟ 


4 ) ما هى السرعة النسبية للمحرك المنفصل بالنسية لاصاروخ ؟ 


سد كرس لد 


مسائل الفصل التاسع 
المسائة (1-:15) 
المربع 4802 عبارة عن صفيحة معدنية متحانسة طول ظطلعها ع+. 
1( احدب عزوم عطالة هذه الصفيحة حول ا محاور الاحداثية ٠.‏ 
2( أحسب مضاريب المطالة حول تلك المحاور . 
6 استنتج من الطلب الاول عزم المطالة حول محور ناظم على الصفيحة 
في مركز تناظرها . 
6) احسب عزم عطالة الصفيحة ول تحور في مستوببها ويصنع زاوة قدرها 
307 مع احد اضلاعبا مار من أحد رؤوسبا ٠‏ 
مركز تناطر. المقيحة + .آي مركز. كلتها . 
المسالة (31-2) ٠‏ 
إذا كانت الصفيحة «41401 في المسألة السابقة مستطيلة الشسكل سلماها 
و,ط فأعد الاحابة على الاسئلة الخمسة الاولى فقط . 
المسالة (3831-3) 
سم قطم ناقص أنصاف محاوره 8 طارء» ومعاداته الديكار نيه : 


1) عين محاور عطالته الرئيسية المارة من مركزه . 
2) احسب عزوم عطالته الرئيسية حول تلك المحاور . 
3 اذا كاك معد ١ط‏ - و وكاك و,ط قريين من ه بين أن: 
و/ءس 1 - ,[/(182 دس ول) 
حيث ول عد و[ ع ,ل هي عزوم المطالة الرئيسية المحسوبة في الطلب 
الثاني . 
امسائة (15-4) 
نعرف عزم عطالة جم 5 حول نقطة ما مثل م باحدى العبارتين التاليتين : 


2 
5 بطر 2 يود 1 
0 


اوا: 
75 م ,1 


وذلك حسما يكون الجسم متقطماً أو تمل ] بالترتيب 4 وحيث ,”ىم 
عثلان البعد عن النقطة 2 لعتهسر المجموع او التكامل . © أننا نعرف عزم 
عطالة الحسم حول مستو 51 احدى العبارتين -التاليتين : 


2 ب 
كن 2 - ب 
1 


أو : 


2 
«لث | - 1 


حيث م وم يدلان على البمد عن المستوي 1] . ونلاحظ أن هذن 
التعريفين منسحمان مع تمريف عزم المطالة حول محور . 

نمتبر الآن عزم العطالة حول مبدأ الاحداثيات 0 وليكن 10 . ونتبر 
عزوم المطالة حول المحاور الاحدائية وه ونره وده ولتكن هذه المزوم 


ل 6 


1 دبرط1 وير . واخيراً نتبر عزوم المطالة حول المستويات الاحدائية 
اه 5تالزه و كيه > ولتكن هذه المزوم ول ويا تيوةة 
1) اكتب المبازة العامة التفصيلية لكل من هذه المزوم بدلالة الاحداثيات 
الديكارتية لنقاط الحم في كل .من الحالتين : 
1 - الحم متقطع . 
تاد الجسم مسيسن + 
2 استنتج من هذه السارات وفي الحالتين أن : 
ل ينا بيرط ارا 
: : 1 


00 ىآ خي! ]| الى 
المسالة (126-5) 

استخدم تتائج المسألة الاخيرة فا يلي : 

1) أحسب عزم :طالة كرة جوفاء حول احد أقطارهاء ثم استنتج 
عزم عطالتها حول محور عسها . 

2) أحسب عزم عطالة مكمب أجوف حول حور ير من مركزي وجبين 
متقابلين . استنتج بعد ذلك عزم عطالته حول أحد حروفه . 

'عد المسألة إذا كانت الكرة والكني أصين . 

4) استخدم نتائج المسألة الاخيرة ايضاً حيعا يصمب حساب عزوم المطالة 
حول الحاور ويسبل عن طريق حساب غير مباشر مستخدماً عزوم المطالة 
حول نقطة ( مثل مركز التناظر ) وحول بمض المستويات ( مثل مستويات 
التناظر أو المستويات الاحدائية ) . 

المسالة (6-:15) 

احسب عزوم عطالة الاجسام المتجانسة التالية حول المحاور المشار البها 
من أجل كل جم : 

1) مستطيل 88017 مركزه 0 فرغ هنه مستطيل آخر '8'0'0'م 


بور ربب 


مركزه © أيضاً والاضلاع متوازية » أسمادهما و * 5 الأول و 'ه , "5 اثاني ٠‏ 
حول أحد محوري التناظر وحول الناظم في © . 
الارتفاعات . 
مثلث 480 مختلف الأضلاع حول أحد أضلاعه . 
4) مخروط دوراني نصف قطر قاعدته 8 وارتفاعه 80 حول محوره 
وحول قطر قاعدته . 
5) معين حول كل من قطريه وحول ناظمه المار من مركزه وحول 
أحد أضلاعه وحول ناظمه امار من أحد رؤوسه 0 
السالة (18-97) 
الجلتان الاحدائيتان ره و “ير '+ه قائتان واقمتان في مستو واحد ولهما 
مركز واحد . الحم الملب 58 مستو وواقم في مستوي الخلتين ومنتظم 
التوزيع الكتاوي . تكن 8 نقطة من هذا الحم احدائياها في الجلة الأول 
«, بر وفي الخلة الثانية '» , ثير . ولتكن ف الزاوبة المحصورة بين المحورين 
0 كه . 
1( أحسب "دودر بدلالة رلا ر©ء. 
2) اكتب عبارة كل من عزوم المطالة حول المحاور الأربعة ولتكن 
/ 1 
1 ,9 1 0 دآ 9 1 
3 بين أن : 
هاه ىآ ب 6 هله 6 ممه يآ 2 - 59هم ىنا > برا 
6 ىآ + © هزه © ومع يآ 2 + تسل يك 2 ارا 
حيث بآ هو مضروت المطالة بالنسية للمحورن م0 والإضا.ء 
4) هل تتفق نتيدة الطلب الاخير مع مضموك نظرية المحاور المتعامدة ؟ 
سس وم لد 


مسائل الفصل العاشر 
المسائة (1-خ28) 


اسطوانة سماء نصف قطرها 8 وكتلتها 84 تتدحرج على مستؤ مائل يصنع 
مع الآفق زأوة 8©. 


1) استخرج معادلة حركتها وادرس الحركة مفترضاً عدم انزلاق الأسطوانة 
على المستوي المائل . 


2) عين الحل المندسي للمركز الآني للدوراذ وعين التدحرج والقاعدة 
ف الحالتين التاليتين 1 
5 - لا وجد ازلاق. 
ب - يوجد انزلاف . 
المسالة (82-2) 
اسطوانة كبيرة ثابتة محورها أفقي ونصف قطرها 8 . وضعت فوقبا 


أسطوانة صغيرة نصف قطرها + ويحيث تاساك وفق المولدات . بدأت الاسطوانة 
الصفيرة تتحرك دون انزلاق وبدوك سرعة اتتدائية . 


2) استخرج معادلة الركة ثم ادرسها. 


3) عين القاعدة والمتدحرج الزن يرسمها احور الآني الدورات . 
المسالة (#8-83) 


تالف جسم صلب من متوازي مستطيلات لصق على أحد وجوهه نصف 


اساوانة وضع فوق مستو افقي نحيث عسه وفق أحد مولدات الاسطوانة . 


ل 2 


1) عين وضم التوازن واستنتج الشرط اللازم والكافيٍ لكي يكون 
هذا التوازذ مستقراً . ش 
2) أكتب ممعادلة الحركة وادرسبا. 
المسالة (4-غ32) 
تقف سيارة على طريق مائل ومكاحها مشدودة . تربط محبل يتوسطه 
بابض قوي ويثبت طوف المبل الآخر بسمود ثابت خلفها . 
1) تترك السيارة لتتحرك بارسال مكابها . أكتب ممعادلات الحركة 
وادرسها . 


2) عين وضم التوازن وحدد نوعه . 


يخ« #ر عر 
متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طمتحا_ممددهدات /داتمعل عمو خاءمه/ رعمطا 


2 


مسائل الفصل الحادي عشر 


المسااة (281-1) 
اطار مستطيل الشكل ومسدو 5 لعأ مستطيله الخارحي 8ط وندا 
مستطيله الداخلي هراط * تعثير حوري تناظره والمحور المتعامد معها محاور 
حملة احداثية 02 . 
01( بين ان هذه الحاور مي محاور عطالة رئسية للاطار . 
3) عين مركات الزدوجة يم على هذه المحاور بحيث أن هذه 
. 98 
المزدوجة تجمل الاطار يدور حول احد قطريه بسرعة زاوءة ثابتة م . 
المسالة (87-2 ) 
قضيب صلب 48 طوله ,1 مبمل الكتلة وحمل في طرفيه كتلتين 
«تساوبتين كل منها 31 . يدور هذا القضيب مع الكتلنين حول انشاقول 2ه 
المار من منتصفه 0 سرعة زاوة ثابتة م وبحيث يصنع دوماً زاوة ثآبتة © 
1) برهن ان الاندفاع ازاوي 2 لهذه اخلة برسم ع دورانياً 
حول 2ه وعين زاوبة هذا المخروط . 
2 أحسب شدة الاندفاع الزاوي ودوره حول 02 
المسالة (353-«31) 


قرص معدني دائري رقيق نصف قطره ه يدور حول مركزه. 0 الذي 


بستند إلى رأس فضيب مدبب 0ه ثبت وشاقولي . يمعي هذا القرص 
سرعة زاوية ابتدائية ,»م تصنع مع ناظمه ( ناظم القرص ) 080 زاوية 6. 

1 برهن أن شماع السرعة الدورانية ( لهذا القرص يدور حول 
الناظم 03 بدور قدره ©0208 ماده 5 

2) برهن كذلك ان الناظم 01 يرسم في الفراغ مخروطاً ( نسميه 

3( يبن إن دور حركة المنادرة للناظم ( وهو الزمن اللازم للناظم 
لبرسم مخروطه في الفراغ مرة واحدة ) يساوي : 

(286ووع ف + 1 0024 سك ع2 
المسائلة (381-4) 

تتحرك دوامة متناظرة حول رأسها الثارت 0 في حقل الثقالة الارضية 
عزوم عطالة هذه الدوامة حول حاور ثلاثة متعامدة مارة من 0 هي 
و وآ و رآ نحيث أن الاخير هو حول محور تناظرها : وبلآاحظ ارن 
وا عت ,1 > . 

1) احسب بدلالة زوايا اولير +, و6 وس مركبات سرعتها الدورانية 
الآنية على الحاور السابقة والمرتبطة بالدوامة . 

2) استنتج الطاقة الحركية الدورانية والطافة الكلية لإروامة . 

03( اكتب معادلاات الحركة : 

4) بين ان مسقةطى الاندفاء الزاوي د على الحور الشاقوللي و '42 
على محور تناظر الدوامة تاباك . 

5) احسب المرعتين الزاويتين 03 و سا 0 


تأضاكدة 


6) بين ان “8 تكتب بالشكل التالي : 
-25/ د اق 
حيث 60 ثآبت و (9) تا ابم ل ©6. 
7 ما هو عدد حنور المادلة 0 > (©)[1 . 
الالة (231-5) 

في الحركة الفراغية المامة للروامة . 
1) اوجد الشرط اللازم لكي يتحرك محورها حركة مبادرة منتظمة . 
2) بين ان هناك توائرن لحركة المبادرة . 
3 متى لا يوجد إلا تواتر واحد لهذه الحركة ؛ 

4) عين الشرط اللازم للحصول على الدوامة «النائمة» اي التي يكون 

دورانها حول محورها الثابت في الفراغ ا 


يوام ل 


مسائل الفصل الثاني عشر 
المسالة (2)235311-1 
تتحرك خرزة ( كرة مثقوبة ) بدون احتّكاك على سلك دقيق مستقيم 48 
يدور حول الشاتول المار من 4 بسرعة زاوية ثابته ى . نفرض أن كثلة الخرزة 
م ؤطول السلك بآ . 
1) استخرج تابع لاغرانج لهذه المرزة . 
0 ادرس الحركة . 
4 ) عين الزمن اللازم لما لتصل إلى طرف السلك 8 علا بأنها بدأت 
حركتها من م دون سرعة ابتدائية . 
المسالة (7011-2) 
فوامس مزدوج مؤلف من سلك طوله .ه علقت في طرفه كثلة وم بتمفصل 
بها سلك آخر طوله .4 في طرفه الآخر كتلة ,ده . نفرض أن السلكين لا 
ينثنيان أننساء الحركة وأن كتلتها مبملتان . في لحظة البدء كانت زاوية السلك 
الأول مع الشاقول .© ١‏ وزاوية السلك الثاني مع الشاقرل ,© . ثم تركت الخجلة 
تتحرك اخلة تتحرك في مستوما الشاقولي . 
1( استخرج كلا من الطاقة الحركية والكامنة وتابع لاغرانج لهذ الخلة . 
)2 ضع معادلات الحركة بطريقة لاغرائج ثم ادرس الحركة . 
23> كيف تصبح هذه الممادلات في حالة الاهتزازات صغيرة السمة وتساوي 
الكتلتين 10 اج ولد > رجور وتساوي الطولين 8عدرم 2 ريل ؟ 


هوس سد 


المسالة (3-:15) 
تتحرك خرزة كتلتها «« على سلك ممدني دقين له شكل ثابت وواقع في 
. المستوى ااشاقولي ومطى ممادلتيه الوسيطيتين . 

1 مأك + © ) واداءع 


أهوم0 سااوع ددبي 
حرثت 22> © > , وحيث تتم المركة بدون احتكاك . 
01( استخرج معادلات لاغرانج وبين أن الحركة دورية 5 
2) كيف تصصسح هذه العادلات إدا غيرنا الوسيط كالتالي : 


ون -ى 
المسالة (7]11-4) 
قرصاك دائريان متحانسان كتلة الأول به وكثلة الثاني وه ونصفا قطرمما ., 
و بالترتيب . علق القرصان من مركزيهم .0 و .0 مخيط واحد مشت في 
السقف بنقطة 0 وحيث أن النقاط 0 و 0 و00 على.شاقول واحد وحيث 
يستطييع كل من القرصين الدوران في مستويه الافقي حول خيط التمليق . 
ولإحكن ده ويه ثابتا فقتل جزئي الخيط .00 و .0,0 «الترتيب . في الحظلة 
البدء أدير القرص الاول والقرص ااثاني عن وضع التوازن زأوتين ,6 ويم 
وتركا يبتزان اهتزازاً دوانياً حول الخيط الشاقولي . 
0 احسب الطاقة المركية لة القرصين في لهظة ما» وكذلك كون هذه 
الجلة وتابع لاغرانج لها . 
2( استخرج معادلات الأركة وادرسها . 
3) متى يكوك القرصين حركة اهتزازية وأحدة ؛ 
المسالة (7]1-5) 
تتحرك نقظة مادية م كتلتها دن على مجم قطع مكاقىء درواني حوره 
الشاقول الصاعد دن وممادلته . 


42 ع تريدةع 


ووم ب 


اكت معادلات الحركة بطريقة لاغرانج . 

0 باعتمار الخجلة سيطة 5 

2( باعتمار الجلة معقدة . 

المسالة (3031-6) 

إذا اعتيرنا الحركة العامة لاحم الصاب فانه يطلب الآن استممال طريقة 
معادلات لاغرانج لاستنتاج : 

1 ) معادلات أولير ٠.‏ 

2 ) معادلاات حركة الدوامة . 

3) حل المسألة (1-4 ) 5 

المسالة (2331-7) 

عثل الشكل المرافق لوحا معدنيا صتوباً 
صقيلاً أفقياً 5 فيه 'ثقب صغير © عر منه خيط 
الميط من طرفيه بكلتلتين متساويتين ,© و روط 
كل منهها 0ه وتستطييع ,< الحركة يدوت 
احتكاك على المستوى في حين تستطيع الثانية 
,5 الحركة على الشاقول المار من الثقب © 

في لحظة ما نستبرها مبدأ لازمن أعطيت .م سرعة ابتدائية في الستوى 8 . 

1) عين درحات حرية الخلة وعين المتحولات اللمستقباة اللازمة 
كاحداثيات . . 

2 ) أحسب الطاقة ا وتابع لاغرانج لاحدلة : 

4( 3 ا ب 


7 لضا 


المسالة (831-8) 

لنة معدنية 4 كتلتها ,31 تستطيع 
الانزلاق بدوث 0 مدو 1 
ا كرة 8 كتلتها 
07 و يستطيع الحركة في مستو شاقولي 9 

1 )عين عدد درجات الحرية للحملة 5 الؤلة من أل و آل وص » م 
اختر المتحولات التي ترغبها كاحدثيات عامة . 


2 ) احسب تابع لاغرانج واستخرج معادلات الحركة , 
098 حل المعادلات وادرس الحركة في حالة الاهتزازات صغيرة السمة . 
امسالة (2811-9) 
يتمفصل القضمان المتجانسان 8ه و 80 في النقطة 8 تمفصلاً بدون احتكاك . 
طول كل منها ه وكتلته د« . وضعا في مستو افقي على استقامة واحدة » 
وطبق على الطرف © للقضيب الثاني دفع مقداره [ متعامد مع استقامة القضيب 
وبحرث أن النقطة © قد اخذت سرعة اتدائية .ا . ونفرض أن كل 
الحركات م دون احتكاك . 
31) أحسب السرعة الاتدائية لكل من 4 و8. 
2) احسب السرعة الزاوية الابتدائية لكل من القضيبين 48 و 80 . 
المسالة (231-10) 
اربعة قضْمان معدنيةمتجانسةومتاثلة طو لكل منها ه وكتلته تتمفصل فيابنها 
حيث تشكل معينا بصورة عامة 4801 . يوضع هذا المينعلى مستو أفقي عه تحيث 
كوت زواباه قائة زاي بشكله المريع ) واضّلاعه توازي المحورن «ه و نوه . 


بوم ل 


يطبق في النقطة م دفم يوازي وه ونفرض إن الحركة تتم بدون احتكاك . 
1) استخرج معادلات حركة هذا الممين مستمملاً القوي النبضة . 
2) استتتج بعد ذلك السرع الابتدائية لكل من ,2,08 » وكذلك 
السرع الدورانية الابتدائية لكل من القضبان الاريمة . ' 


9 2 هن 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طمدحا_ممددهدات /داتضعل عمو خاءمه/ رعما 


ااا 


مسائل الفصل الثالث عشر 


المسالة ( 5721-1 ) 
ا م الأرقية ولك 
هاميلتون ) . 
المسالة (2111-2 ) 
بتحرك ع د ا ل را ري مركزه مبدأ 
الاحداثيات 0 . اكتب تابمه الهاميلتوني واستخرج معادلات حركته القانونية . 
المسالة (20111-3 ) 
لنعتبر جسيماً ماديا كتلته مم مقيد بالحركة على اسطوانة نصف قطرها 
8 ومحورها به وممادلها بالتالي *8 ب *ير + 2م . مخضم هذا الحسم لقوة 
متناسبة مع البمد ومتجبة نحو 0 وممطاة بالملاقةم عا ب 8 حيث عاثابت 
و شماع موضع الحسيم » ونهمل قوة الثقالة الأرضية . 
1 )اكتب عبارة الطاقة الحركية والطاقة الكامنة وتابمي لاغرانج 
وهاتلتون .٠.‏ 
3 )بن أن ا الزاوي حول 02 8 وان الحركة وفق 02 
اهترارية منتظمة . 
المسالة (4-آ3151) 
بتحرك جسم كتلته دم حركة «ستقيمة وخاضماً لتأثير القوة : 


(8/غ1) 8 3 - (ابع 7 


حيث ططا و ه ثاباك . 


اووس ب 


1) احسب كلا من الطاقة الكلية وتابع هاميلتوث ٠.‏ 
2) قارك هذن المقدارين وناقش انخفاظ الطاقة . 
3) اكتب معادلات الحركة . 


المسالة (38111-5) 
استخرج العادلات القانونية لاحركة من أجل جسم مادي كتلته م 
يتحرك على اللولب : 
©8 عا ددع أقصمع حك مر 
حيث عا ثابت و جه الشاقول علماً بأنه مخاضع لفوة الحاذبية الأرضية , 
المسالة (31117-6) 
يتحرك جسم < كتلته مم بتأثير ثقله على سلك 48 في مستو شاقولي. 
بد مركز الاحدائيات © عن هذا السلك هو 4 - 06 . يدور السلك 
في المستوي وده حول 0 
بحيث تبقى 0 ثأبتة عليه وتحيث 
يقى البمد 00 5 . نفرض 
ان الاحدائيين اللازمين لتميين 
موضعالحسم هما الطول62© 0 
والزاوة ©206-9 . م 
نفرض شروط البده التالية : 


هه (ه)و ا مع زمرو ,0 هع« زمه)8 
1 ) احسب الهاميلتوني للحسم وطاقته الكلية وقارنما وناقش انخفاظ 
الطاقة . 
2) اكتب معادلات الحركة وبين ان بن تعطى بدلالة الزمن بالملاقة  :‏ 


95 ا 
(غن همه عنس طم ) 20 د( غ01 


لمات . 6ه 8 00 


المسالة (38311-8) 


)١‏ بين أن الهاميلتوني للبزاز التوافقي يعطى بدلالة الاحدائيات الموضمية 
والاندفاعية بالملاقة : 


2 ) نتقل من م و ه إلى احدائين -جديدن م , © حسب الملاقتين : 
زف 1 7_2 


1-2 


0 
0 ومه طه 82 /ا ظام 
حيبث مراع //ا دن 
بين أن الهاميلتوني يأخذ الشكل طن -1ز. 
3) بين أن أقصه) 2ع ن إن[ ح 8 حيث 1 الطاقة الكلية للبزاز التوافتي . 
4 ) بين أخيراً أن و تعطى بدلالة الزمن بالملاقة : 
(8 + عم) مزه ظك ل > (غ) ونإ 
1002 
حيث م ثبت اختياري . 
المسالة (7311-9) 
هل التحويل التالٍ قانوني : 
606 واع 2( )م مزه لّ) 18 ع © 
المسالة (73:111-10) 
لدينا التحويل : 
(جوم» بن لا + 1 ) يمه1 ع © 
م عزة وث/ا رمونهء ول +2)1 دم 
| ) بين أن هذا التحويل قانوني وانه إذا كان ع , م قانونيين فان 
0 ,م تكوناك كذلك . 


55 إأء*ة 0ك 


م وى 1(2- في ىا 
المسالة (11- 70113) 
ادرس قاثونية التحويل : 


(©و+ م )ةدم 
( 8و ) عاممة - 
المسالة (73011-12) 
يكن التحويل المسلى بالملاقين : 
م م وم كو - 0 
مو م منة يو دم 
1) ماص قيمتا » , م اللتان تجملان هذا التحويل قافونياً ؛ 
2) ما هو التابع المولد لهذا التحويل عندئد ؛ 
المسالة (7111-13) 
من أجل أنة توابع ثلاثة م .© , 11 ل و ,م تتحقق الملاقة 
التالية في ممترضات بواسون: 


[ .1ك ] +[7,لطه)] ] -[ 8 ز»,؟]] 


ل لسأالوع مسد 


مسائل الفصل الرابع عشر 
المسالة (51095-1 ) 
تتحرك اخلة العطالية 5 سرعة 03 بالنسية لاحملة العطالية 5 
نمتبر حادنتين 4 8 تحصلاك في مكانين عتلفين وزمن واحد ف اجلة 
5 . بين أن هاتين الحادثتين تحسلان في زمنين مختلفين في الخلة 'والفرق 
ينها 
(ع د يع )؟ لا 
0 | لاثم ' 
المسالة ( 2 . /اهة ) 
يتحرك مبزوك من الأشعة الكونية مقتربا من الأرص بسرعة قدرها 
0.9 س ؟ . أأممر النصفي اتفكك هذا الميزوك الى الكترون ونوترينون 
يساوي 222 مكرو ثنية وكذلك م يقاس في حملة الميزون الخاصة . ما قرمة 
هذا الممى النمق عندما بقاس من قبل راصد على الأرض ؟ 
المسالة ‏ (816-3 ) 
عيل القضيب 111 الذي طوله ,1 بزاوبة © على احور ده في الخلة 5. 
بين أن طول هدا القضيب “,1 وزاوته '© مع 'ده في اللة 'و التي 


تتحرك السه ل © برعة ٠‏ بعطياك ا يلي : 


وى 


© وه بر د 0 دوع و ١‏ مزه 4 ( اح 1 


احدتث ؛ 
ثم لم1 عدم 


ل مع ده 


املسالة ‏ (7]39-4) 
تحلق طائرة طوها عشرة أمتار بسرعة قدرها 300 مثراً في الثانية . 
ما هو طول هذه الطارة الذي يقسه مراقب على الأرض ؟ وبسد كم من 
الزمن تقصر ساعة الطيار مكرو ثانية واحد عن ساعة الراصد على الأرض ؛ 
المسألة ‏ (9-5ل ) 
اعتبر نواة مشعة كيقاتية تدق ,« مرة في الثانية وتطلق موحة ضوئية 
في كل دقة . فاذا كانت النواة تتحرك بسرعة « بالنسبة لراصد على الأرض 
فاحسب عندئذ عدد الدقات « التي يقيسبا الراصد في الثانية الواحدة . 
المسألة (23:385-6) 
يتمد نحم عن الأرض بسرعة قدرها 50 كياومتر] في الثانية الواحدة 
وتطلق ضوءاً طول موحته 6563 اننستروم . ما هو مقدار تغير طول 
موحة هذا الضوء عندما يقاس من قبل راصد على الأرض ؟ 


م 46 


مقدمة 


0 
3 


الاهدداءاة . عن لين حا اخ الوا ل وت لج 


اه 17 

الفصل الاول : الميكانيك » اولياته ومسلماته ٠‏ . 2. 2 . . © 
الفيزياء وفروعها التقليدية ١١‏ الميكانيك وأوليانه ومسسلماته ١١‏ 
ل أوليات الميكانيك : الزمان والمكان والمادة ١56‏ هسلمات الميكانيك : 
قوانين نيوتن ١5‏ جمل المقارنة العطالية 17 السسرعة والتسارع 
4 2 المحاور الذاتية للحركة 5١‏ التسارعان المماسي والناظمي 
5 ل العمل والاستطاعة والطاقة الحركية 46؟ ‏ حقول القوى 
المحافظة والطاقة الكامئة ١0‏ .. انحفاظ الطاقة م5 الاندفاع 
الخطي والدفع الخطي 9؟ ‏ الاندفاع الزاوي والدفع الزاوي .؟ 
انحفاظف الاندفاع الخطي والاند فاع الزاوي 7١‏ ب توازن الجحسيم 
المادي >" حمل الواحدات والابعاد 9" 2. 

الفصل الثاني : حنةل القوى الماتذلم » الؤذائف والسقوط » الحركة 
في وسط. مقاوم » الحركة المقيدة » الاحتكاك 4١ . . . ٠.‏ 
ح<قول القوى النتظمة 19 الحركة في حقل منتظم © التسارع 
الارضي والثقل » سقوط الاجسام *؟ ‏ كمون الحقل المنتظم م1 
الحركة في وسط مقاوم 145 الحركة المقيدة وقوى الاحتكاك ”1 
حركة القذائف 48 . حركة المظلي أثناء السقوطف م2028. 


الفصل الثالت : حقل القوى المركزي والحركة الفلكية ه ‏ .٠ه ٠.‏ 9م 
تعريف الحقل المركزي "5١‏ خواص الحقل المركزي "١‏ ب 


جو هرو حت 


معادلات الحركة فى الحقل المركزي 76 أشكال معادلات الحركة 
- تعيين المسار من الحقل المركزي وبالعكس 58 الطاقة 
الكامنة في الحقل المركزي وعلاقة انحفاظ الطاقة 519 ب حركة 
كبلير الفلكية لال 0. 


الفصل الرابع : قانون التجاذب الكوني ٠‏ . 2. . . . لم 

قانون التجاذب الكوني 7م قوة جذب قضيب لجسيم في مستوي 
تناظره 45 قوة جذب كرة جوفاء متجانسة لجسيم خارجها 5/ 
قوة جذب كرة حوفاء لجسيم داخلها 48 قوة جذب كرة 
سميكة جوفاء لجسيم داخلها أو خارجها ١م‏ ب قوة حذب كدرة 
صماء لجسيم داخلها او خارجها 9١‏ ب قوة جذب حلقة دائرية 
منتفلمة لجسيم على محورها 415 قوة جذب قرص دائري 
متجانس. لجسيم على محوره ه46 


الفصل الخامس : حركة الجسيم المشدون في حقل كورطيسي ٠.‏ /اة 
حركة جسيم مشحون في حقل كيربائي 18 سا حركة جسيم 
مسحون ف حقل مغناطيسي 18 مطياف الطاقة ومطياف الكتلة 
١.‏ نت :المبتزعات الرحوبة 56ىات حركة حسيم مشحون تحت 
تأثير حقلين كهربائي ومغناطيسي ٠.7‏ 


الفصل السادس : الجول اللإعطائية  . ٠.‏ . .ى . . ا. 9 
الجملة اللاعطالية ه١١1‏ الحمل الدوارة ه١١1‏ فاعل الإشتقاق 
الارل ١١8‏ المشتق الثاني للشعاع في الجملتين المتحركة والثابتة 
6 فاعل الاشتقاق الثاني ١١.‏ السرعة والتسارع ١١.‏ 
الحمل المتحركة بصورة عامة  ١"*‏ حركة جسسيم ماذي حول 
الارض ©؟١ ‏ نواس فوكو 200159. 


الفصل السابع : حركة المجموعات المادية . . 2. . . . لاما 
١16‏ مركز الكتلة . ١:‏ اندفاع مجموعة حسيمات مادية و 6 
حركة مركز الكتلة ١)‏ مبذاآ الاند فاع الزاوي م١‏ الطاقةه 
الحركية والعمل الطاقة الكامنة ومندا انحفاظ الطاقة 1151 


داوج سم 


حركة المجموعة حول مركز كتلتها 1١64‏ الدفع أها سه قيد 
الحركة ؟5١ ‏ العمل الافتراضي وتوازن المجموعات 169 مبدا 
دالمسير همه١ ١‏ 


الفصل الثامن : الصواريخ والانقسام والاصطيام . . . . لاإم! 
حركة كتلة متغيرة ومبدا المحركات النفائة 18 ل انقسام جسم 
الى قسمين وحركة كل منهما 16 الصواريخ ذات المراحل 
المتعددة 177 قاعدة نيوتن في الاصطدام ‏ مرونة الاصطدام ١19‏ 
الاصطدام الرأسي لجسيمين مادبين 14 الاصطدام الجانبي 
١/١‏ 


الفصل التاسع : عزوم العطالة . .ا . ا. ‏ ا. ‏ .ل هلام 
تعارينف 1/7 - نظربات عزوم العطالة ا تطبيقات على حساب 
عزوم العطالة 186 عزم عطالة جسم حول مور ما زوايا توجيهه 
معلومة 1485 مصفوفة العطالة 19١‏ مجم العطالة ٠. ١91‏ 


الفصل العاشر : الحرلة المسسةوية لجسم الصلب . . . . 9و١‏ 
الحركة الانسحابية المستوبة 195 الدوران حول محور ثابت 40| 
ب الحركة ااستوبة العامة للجسم الصلب 145 درجات الحرية 
57 نا النقارنات الاساسية في حركة الحم الصلب. حول فحور 
7 ل تطبيق : دراسة النواس المركب 0.؟ ‏ الحركة المستوية 
العامة للجسم الصلب 7١؟ ‏ تطبيق : حركة اسطوانة دائرية على 
مسستو مائل 5١5‏ المركز الآني للدوران والمحور الآني للدوران 
17 -س تطبيق : ندحرج اسطوانة على مستو مائل .22 ب توازن 
الجسم الصلب 528 تطبيق 526 2. 


الفصل الحادي عشر : الحركة الفراغية للجسم الصلب ٠.0  .2  .‏ 7”؟ 
الإندفاع اازاوي للحركة الدورنية /لحسم لصلب حول نقطة .2598 ب 
الطاقة الحركية الدورانية الجسم الصلب حول نقطة 58# ب 
محاور العطالة الرئيسية 5764 الاندفاع الزاوي حول محاور 
اعطالة الرئيسية 507 الطاقة الحركية حول محاور العطالة 
الرئيسية 5*4 نظرية الاندفاع الزاوي ومعادلات اولير للحركة 
5 هد المستميو المستوي اللامتحولان فى حالة الودام العزم 


لد بياىوع لد 


الحاصل .15 حركة الجسم المتناظر » المخروط الجسمي 
والمخروط الفراغي ١141؟.-‏ تطبيق : حركة الارض 555 - زوايا 
أولير /؛1؟ ل تعيين مركبات شعاع الدوران بدلالة زوايا أولير 
؟ه؟ ‏ درأسة الحركة بدلالة زوابا أولير لاه؟ بس حركة الدوامة 
الجيروسكوبية 06؟ ‏ تفسير الحركة الحدروسكوبية للدوامة 
5 الحيروسكوب 58؟ 20. 


الفصل الثاني عشر : ميكانيك لاغرانج ٠.‏ . . . . . إلا" 
الاحداثيات العامة 51/7 ب معادلات التحوبل 9/6؟ ل تصنيفا 
الجمل الميكانيكية 6/ا؟ ‏ السسرع العامة والاندفاعات العامة والطاقة 
الحركية ه/ا؟ 5‏ القوى العامة ب معادلات لاغرائنج للجمل 
البسيطة 1191 معادلات لاغرانج للجمل المعقدة ١م/؟ ‏ معادلات 
لاغرانج في حالة القوى النبضية /لم؟ 


الفصل الثالث عشر : ميكانيك هاميلتون ٠.‏ . .ه ٠.‏ . . ١9ؤ؟‏ 
تابع هاميلتون *«9؟ ‏ معادلات هاميلتون 146 ب تابع هاميلتون 
للجمل المحافظة 0؟ 4‏ الاحداثيات المتنكرة /91؟ المعادلات 
القانونية للحركة في حقل قوى مركزي 548 - الفراغ الطوري 
والاحداثيات الطورية 5919 نظرية ليوقيل ...”7 سنس الحسساب 
التغيري “.7 مبدا هاميلتون والفعل الاصفر .١1؟ ‏ التحوبلات 
القانونية ١#1-التوابع‏ اأولدة وشرط التحويلات القانونية 517 اس 
معادلات هاميلتون ب جاكوبي 5١؟ ‏ معترضات بواسون 75١5‏ ا 
ممادلات الحركة بدلالة معترضات بواسون 8١١6‏ ل خواص 
معتر ضات بواسون 117" 2 التابعان 1أاترافقان والتابعان المتبادلان 
١ 51‏ 


الفصل الرابع عثثر : الميكانيك اللسيوي ٠‏ . 0.0 . 0 .اه ينم 
المنهج الاساسي لنظرية النسبية الخاصة 59914 تحويلات لورنتز 
556 تحوبلات لورنتز المعاكسة ؟5؟ ب السجام تحويلات 
لورنتز مع تحويلات غاليليه ؟؟؟ ‏ فراغ منكو فسكي رباعي الابعاد 
55 - تقاصر الطول 5؟؟ ب تطاول الزمن 555 ب تحويلات لورنتز 
للسرع 558 ل انسجام تحويلات اورنتز للسرع مع تحوبلات 
غاليليه ومع مبدا آنشتاين 559 تحويلات إورنتز للتسارعات 


ل اؤروع عسما 


© انسجام تحويلات تحويلات لورنتز للتسارعات مع تحويلات 
غاليليه ومع مبدآ آنشتاين ك6 - التحريك النسبوي مع 
المسائل #0١‏ ب مسائل الفصل الاول 017؟ ‏ مسائل الفصل الثاني /اه؟ 
مسائل الفصل الثالث 75١‏ مسائل الفصل الرابع 756 ب 
مسائل الفصل الخامس 597*؟ ‏ مسائل الفصل السادس 5109 ب 
مسائل الفصل السابع 1/5؟ مسائل الفصل الثامن 785 مسائل 
الفصل التاسع 86؟ ‏ مسائل الفصل العاشر 89؟ ل مسائل 
الفصل الحادي عشر 91١‏ مسائل الفصل الثاني عشر 7846 س 
مسائل الفصل الثالث عشر 99؟ ‏ مسائل الفصل الرابع عشر 1.7 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طمدحا_ممددهنات /داتضعل عمو طاءمد/ رع ما 


دا بقوع سدم 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طقعطائ_ممكدقطاه /وا دعل رعممع بأاءمد/ رومخ 


صدر باشراف لجنة الانجاز 


